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Notações 



Durante este trabalho adotamos a convenção de que um ideal é sempre um ideal 
bilateral. 

• £j(E) := { operadores limitados sobre o espaço de Banach E}. 

• %(E) := { operadores compactos sobre o espaço de Banach E}. 

• X E :=X(L 2 (E)). 

• L E :=L(L 2 (E)). 

• S 1 := círculo unitário em C. 

• S\ = S 1 x {+00}. 

• S 1 _ = S 1 x {-00}. 

• C(X) := { funções complexas contínuas sobre X}. 

• C°°(X) := { funções complexas infinitamente diferenciáveis sobre X}. 

• C^°(X) := { funções de C°°(X) com suporte compacto }. 

• CS(WL) := { funções contínuas de IR em C com limites em +00 e —00} = C([— 00, +00]), 
[—00, +00] denotando a compactificação de R que se obtém acrescentando os pontos 
—00 c +00. 

• CS (li) := { sequências complexas indexadas por Z com limites em +00 e —00}. 

• P 2 t, := { funções contínuas de R em C 27r-periódicas }. 
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C (M) := { funções contínuas de M em C com limite zero em ±00}. 
S(R) := {0 G : sup|x a ^(a:)| < 00, a, (3 £ N}. 



X 



F denota a Transformada de Fourier em R: 

= / e _ixt u(í) dí. 

\/2ir Jr 

Id denota o operador identidade em um espaço de Hilbert. 
ind denota o índice de um operador de Fredholm. 
w denota o número de rotação de uma curva fechada em C \ {0}. 
ôo é a aplicação exponencial da sequência exata cíclica de seis termos de K-teoria. 
S± é a aplicação do índice da sequência exata cíclica de seis termos de K-teoria. 
* denota a operação convolução. 
T* denota o operador adjunto de T. 
f = FT. 

< , - > denota produto interno. 

a(M) denota o operador de multiplicação por a. Neste trabalho utilizamos 
a(M) G £ R , isto é a(M)u(x) = a(x)u(x), a G L°°(R). 
a(M) G &z, isto é a(M)(uj)j = (a(j)uj)j, a : Z — > C limitada. 
a(M) G £51, isto é a(M)u(x) = a(x)u(x), a G L 00 ^ 1 ). 

• Aut(Á) denota o conjunto dos automorfismos de A, A uma C*- álgebra. 

• GL(A) denota o grupo dos elementos inversíveis de A, A uma C*- álgebra com 
unidade. 

• U(A) denota o grupo dos elementos unitários de A, A uma C*- álgebra com unidade. 

• A denota a unitização da C*- álgebra A. 

• (p: dado o *-homomorfismo <p : A — > B temos (p : A — > B onde (p{a + = 
ip(a) + al§, a G A e a G C. 

6 



Introdução 



Dado o espaço de Hilbert £ 2 (IR), seja £(L 2 (IR)) o conjunto dos operadores limitados 
de L 2 (IR). E conhecido que £(L 2 (IR)) é uma C*- álgebra (veja, por exemplo, [21], exemplo 
2.1.3). 

Denotemos por A a C*- subálgebra de £(L 2 (IR)) gerada pelas seguintes classes de 
operadores: 

1. As multiplicações b(M) por funções b G CS(M). 

2. As multiplicações e u , j G Z. 

3. Os operadores da forma b(D) := F~ 1 b(M)F, F denotando a transformada de 
Fourier e b como no item anterior. 

Denotemos por SL a C*- subálgebra de £(L 2 (S' 1 )) gerada pelos operadores a(M) 
de multiplicação por funções a G C°°(S 1 ) e por todos os operadores da forma b(Dg) := 
F~[ 1 b(M)Fd, onde Fd '■ L 2 (S' 1 ) — > L 2 (Z) denota a transformada de Fourier discreta e 
b(M) G £(L 2 (Z)) o operador de multiplicação por uma sequência (fej)iez Q ue possua 
limites quando j tende a +oo e — oo. E sabido que SL contém o ideal OC^i dos operadores 
compactos de L 2 (5' 1 ) e que o quociente SL/Xs 1 é isomorfo a álgebra das funções contínuas 
em S 1 x { — 1,1}, com isomorfismo determinado por 

a(M) i — ► ((z, ±1) i — > a{z)) e b(D) i — > ((^, ±1) i-> lim 6 i ). 

Seja £ o menor ideal fechado contendo todos os comutadores de A. Então £ contém 
o ideal %^ dos operadores compactos em L 2 (M) e é isomorfo ^3] ao produto tensorial 
de C*- álgebras SL <S> OCz, onde %z é o ideal dos operadores compactos em L 2 (Z) (a 
construção explícita de um isomorfismo depende da escolha de um isomorfismo entre 
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L 2 (R) e L 2 (S r ) ®£ 2 (Z)). Combinando- se esse isomorfismo com o do parágrafo anterior e 
usando que DCr é isomorfo a OCg 1 ® ^z, obtém-se: 

&/X*^C{S x x {-1,1})®0C Z . (1) 

Decorre de resultados gerais sobre "álgebras de comparação" , que são certas C*- 
álgebras geradas por operadores pseudodiferenciais em variedades, estudadas por Cordes 
e colaboradores 0, que 3Cr C £ e que existe um isomorfismo 

A/E = C(X x {-oo, +00}), (2) 

(onde X = {(x, e lx ) : x G IR} U ({—00, +00} x S l ) é um subconjunto fechado de 
[—00, +00] x S 1 ) determinado por: 

1. [a(M)]e 1— > ((x,e ty ),±oo) 1— > a(y), W(x,e iy ) e X), se a é 27r-periódica. 

2. [6(M)] £ i-> ((a;,e^),±oo) i-> 6(x), V(x,e iy ) G X), se 6 G C5(R). 

3. [6(D)]g i-> ((m, ±00) ^ 6(±oo), Vm G X), se 6 G C5(R). 

Denotamos, acima, por [A]g a classe de A G A no quociente A/£. 

O resultado central deste trabalho é o cálculo da K-teoria de A, e isto é feito nos 
Capítulos 3 e 4. Nos Capítulos 1 e 2 demonstramos, ou citamos sem demonstrar, os 
resultados preliminares necessários para esse trabalho. A seguir detalhamos o conteúdo 
de cada capítulo. 

No Capítulo 1, provamos que 

X R cEcA 

e estabelecemos o isomorfismo (2). O que difere esse capítulo do trabalho de JH] é 
que para demonstrarmos que %^ C £ e a existência do isomorfismo (2) não invocamos 
resultados sobre álgebras de comparação, embora utilizemos muitas das ideias e técnicas 
de Para descrevermos o isomorfismo (1) utilizaremos o Teorema 2.6 de {THj, que 

será enunciado mas não demonstrado. 

Denotemos por C a C*- subálgebra de £.(L 2 (M)) gerada pelas seguintes classes de 
operadores: 

1. As multiplicações a(M) por funções a G CS(M). 
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2. Os operadores da forma b(D) := F 1 b(M)F, F denotando a transformada de 
Fourier e b como no item anterior. 

No Capítulo 2 provamos que 3Cjr C C e estabelecemos o isomorfismo 

e/x R = c{m c ) 

(onde M c = {(x, y) G [—00, +00] x [—00, +00] : \x\ + \y\ = 00}). Introduzimos, também, 
nesse capítulo um pouco sobre a teoria de espaços de Hardy (na reta e no círculo). Essa 
teoria foi utilizada na demonstração de que, se T G C é um operador de Fredholm, temos 
ind(T) = w(ut) onde ind é o índice de Fredholm de T, w é o número de rotação e a é a 
composição do isomorfismo de Gelfand com a projeção canónica (observamos que, como 
Mc é homeomorfo ao círculo, faz sentido calcular w((Jt))- Utilizaremos os resultados 
obtidos nesse capítulo nos capítulos que seguem. 

A álgebra C foi estudada por Cordes e Herman ^2| e Power No trabalho de Power 
foi demonstrado que se T G C é um operador de Fredholm então temos ind(T) = w(ar), 
este resultado estava apenas implícito em ^2]- Damos aqui uma apresentação detalhada 
e auto-contida dos resultados de [121 EH], usando a linguagem da K-teoria de álgebra de 
operadores. 

Os isomorfismos (1) e (2) induzem uma sequência exata curta de C*- álgebras 

— ► CiS 1 x {-1, 1}) ® % z — ► A/X R — ► C(X x {-00, +00}) — ► 0. (3) 

No Capítulo 3 calculamos explicitamente os "connecting mappings" da sequência 
exata cíclica de seis termos associada a (3). 

A composição do isomorfismo (1) com a projeção canónica (no quociente) pode ser 
estendida a um ^-homomorfismo, que chamamos 7, da álgebra toda para o conjunto 
das funções contínuas de S 1 x { — 1,1}, tomando valores em £(L 2 (Z)). No Capítulo 4, 
calculamos precisamente a imagem de 7 e verificamos que a mesma tem estrutura de 
produto cruzado. Sua K-teoria pôde então ser calculada pela sequência exata cíclica 
de Pimsner-Voiculescu [M]. Obtivemos então uma nova sequência exata curta de C*- 
álgebras, 

— > J /X R — > A/X R — > Im 7 — (4) 
onde Jq é a C*- subálgebra de £(L 2 (IR)) gerada por todos os operadores da forma 
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a(M)b(D), onde a G Co(R) e b G CS{M). Calculamos explicitamente os "connecting 
mappings" da sequência exata cíclica de seis termos associada a (4). 

Os resultados obtidos com os cálculos dos "connecting mappings" das sequências 
exatas cíclicas de seis termos associadas a (3) e (4) nos levaram ao cálculo da K-teoria de 
A e a uma descrição explícita da fórmula do índice de Fredholm ind : Ki{A/%%) — > TL. 

Seja 

N 

A = ^a,(M)6,( J D), (5) 
i=i 

onde ai, . . . , ajv pertencem à álgebra finitamente gerada pelas funções infinitamente difer- 
enciáveis de período 2ir e por s(x) = x(l + x 2 ) -1 / 2 e b%, . . . , 6jv estão na álgebra fini- 
tamente gerada por {s, 1}. Temos que A é um operador pseudodiferencial clássico (is- 
to é, com símbolo poli- homogéneo, veja [TSj ) . As funções ai,...,a N são chamadas de 
semiperiódicas. A álgebra gerada pelos operadores do tipo (5) é densa em A. Logo A 
também pode ser vista como uma C*- álgebra gerada por uma certa classe de operadores 
pseudodiferenciais com símbolos semiperiódicos. 

Os resultados descritos acima sobre a estrutura de A foram estendidos em [23] para 
uma C*- álgebra, 25, gerada por operadores pseudodiferenciais em variedades riemannianas 
da forma Bxl, onde B é uma variedade compacta n- dimensional. 

Aparentemente para a álgebra S a IH17 não apresenta estrutura de produto cruzado. 
Sendo assim, não basta utilizar os recursos descritos no Capítulo 4 para calcular sua K- 
teoria. Para utilizarmos a estratégia do Capítulo 3, precisamos conhecer explicitamente 
alguns elementos "básicos" dos grupos iíj(!B/£) e K^E/OC), i — 0, 1, como por exemplo 
seus geradores. Estas informações parecem ser bem mais difíceis de obter nessa C*- 
álgebra. 

Para as álgebras A e B temos a seguinte sequência de composição (no sentido de [H] , 
4.3.2) 

c X R c £ c A, 

c X R ® % B c £ c 3. 

Muitas outras C*- álgebras geradas por operadores pseudodiferenciais apresentam se- 
quência de composição como acima. Por exemplo, para a C*- álgebra Um gerada pelos 
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operadores b-pseudodiferenciais de Melrose numa variedade compacta com bordo , Lauter 
|2U] achou a sequência de composição 

C X R C £ C U M 

com 1Xm/£ isomorfo (via símbolo principal) a uma álgebra de funções contínuas e £/3Cr 
isomorfo à soma direta (indexada pelas componentes conexas do bordo) da álgebra de 
funções contínuas de IR com valores em operadores compactos. Para mais exemplos ver 

[na [2n Eni [2H- 

Em 1963, M. Atiyah e I. Singer em [T] publicaram a primeira prova do teorema, que 
posteriormente passou a chamar-se Teorema de Atiyah- Singer, que expressa o índice de 
Fredholm de um operador elíptico somente em termos topológicos. Outras provas podem 
ser encontradas em El El EEH] • 

Em 1995, R. Nest e B .Tsygan em fl§\ I3*U1 I3*T| publicaram generalizações do Teorema 
de Atiyah-Singer em um contexto mais algébrico. Para essas generalizações eles utilizaram 
invariantes algébricos como cohomologia cíclica, K-teoria e caráter de Chern. 

V. Nistor em 1997, apresentou em [32] uma nova prova do Teorema do índice de 
Connes-Moscovici para recobrimento [H] usando apenas invariantes algébricos. 

Desde então o interesse pelo estudo dos invariantes algébricos para álgebras de oper- 
adores pseudodiferenciais tem crescido, veja por exemplo, [2D 1221 12H 1213 • 

Temos também que álgebras de operadores pseudodiferenciais são álgebras não-comu- 
tativas naturalmente associadas a situações geométricas singulares, e existem boas razões 
para esperar que o estudo de invariantes dessas álgebras não-comutativas revelem in- 
formações sobre a geometria e ajudem a entender o que vem a ser uma variedade não- 
comutativa [7j. 
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Capítulo 1 
A álgebra A 



Neste capítulo estudaremos uma subálgebra de £(L 2 (IR)), que chamamos A, obtida 
como o fecho da álgebra gerada por: 

i) operadores de multiplicação por funções em CS(M). 

ii) operadores de multiplicação por e yí , j G TL. 

iii) operadores da forma b(D) := F~ 1 b(M)F, b G CS(M) e F denotando a transformada 
de Fourier. 

E fácil verificar que A é invariante por adjunto, isto é, dado T G A temos T* G A. 
Portanto A é uma *- subálgebra de £(L 2 (1R)). Como A é fechada e tem unidade temos 
que A é uma C*- álgebra com unidade. 

Seja £ o ideal comutador de A, isto é, £ é o ideal fechado gerado pelos comutadores 
[a, b] = ab — ba, a, b e A. E fácil verificar que A/E, é abeliano. Seja M4 o espectro da C*- 
álgebra A/S., isto é, o conjunto dos homomorfismos não nulos de A/S em C munido da 
topologia fraca-*. Pelo Teorema 2.1.10, pág. 41 de [2H1 temos que ip : A/S — > C{Ma) 
onde a 1 — ► â e â(<f>) = 4>{a), para todo a G A/S e G M^, é um *-isomorfismo isométrico. 
O isomorfismo (p é chamado de isomorfismo de Gelfand. 

No Teorema 1.17 apresentaremos uma fórmula explícita para ip : A/S — > C(Ma). 
Verificaremos no Lema 1.6 que DCk C £ e na Proposição 1.24 estabeleceremos um isomor- 
fismo ip : £/Xk — >■ C(S 1 x { — 1, l},0Cz). Estes isomorfismos nos auxiliarão, no Capítulo 
3, no cálculo da K- teoria de A. 
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Vamos considerar também a C*- álgebra conjugada Á = F~ l AF. Os geradores de A 
correspondentes a i), ii) e iii) são dados por: 
i) operadores da forma a(D), a G CS(M). 

ií) operadores translação Tj, onde 7}(w)(r) := u(t + j) com it G L 2 (IR), j G Z. 
iii) operadores de multiplicação por funções em CS(M.). 



1.1 Ideal comutador 

O principal resultado desta seção é obtido na Proposição 1.7 onde mostraremos que 
o ideal comutador, £ = F^EF, da álgebra A coincide com o fecho do conjunto: 

N 

{ H D ) a A M ) T i +K; N eN,bj e CS(R) , a 3 G C (M) , K G X R }. 

j=-N 

Logo podemos concluir que £ coincide com o fecho do conjunto: 

N 

{ h Á M ) a Á D Y jM + K ; N e N , bj e CS(R) , a 3 G C (M) , G 

j=-JV 

Temos que o comutador [b(D),Tj] é igual a zero e é conhecido que 

[a(M),b(D)\ eX M , para a, 6 G C5(R) (1.1) 
(veja por exemplo [TU], capítulo III, Lema 9.4). E temos que 

[Tj,a(M)} = (a(M + j) - a(M))Tj para a G CS(R) e j G Z. (1.2) 



Definição 1.1 Seja H um espaço de Hilbert. Uma C*- subálgebra A de £>(H) é irredutível 
se os únicos subespaços vetoriais fechados de H que são invariantes por A são {0} e H . 

No Lema abaixo damos uma condição suficiente para que uma álgebra A C &(H) seja 
irredutível. 

Lema 1.2 Se A C &(H) é uma álgebra tal que {au : a G A} é denso em H, para todo 
u G H não nulo, então A é irredutível. 
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Demonstração: 

Seja M C H um subespaço vetorial fechado e invariante por A, onde M 7^ {0}. 
Vamos provar que M 1 - = {0}, pois como H = M © M 1 - teremos M = H . 

Sejam x G M L e 7^ y G M. Como {m/ : a G A} é denso em H temos que existem 
cij G A tais que a^y — > x e a.,?/ _L x. Então < x, x >=< limcijy, x >= lim < a 3 -y, x >= 0. 

Logo x = o que implica que M -1 = {0}. Portanto A é irredutível. ■ 

Vamos verificar que o ideal comutador £ da C*- álgebra A é irredutível e então 
utilizando o Teorema abaixo teremos DCjr C £. 

Teorema 1.3 Seja A uma C*- subálgebra de &{H) irredutível que tem ínterseção não 
nula com K(H). Então K(H) C A. 

Demonstração: Ver [2H], pág. 58. ■ 

Enunciaremos agora o Teorema de Stone -Weierstrass (caso complexo) que será uti- 
lizado na demonstração do próximo resultado. 

Teorema 1.4 Seja B uma subálgebra de C(X), X HausdorjJ compacto, com a pro- 
priedade de que se f G B então f G B. Se B é fechada na norma do supremo, \ \ ■ H^, 
e separa pontos (isto é, dados x 7^ y em X, existe f G B tal que f(x) 7^ f(y)), então 
B = C(X) ou B = {/ G C(X) : f(x) = 0} para algum x fixado. 

Demonstração: Ver pág. 266. ■ 

Lema 1.5 Seja B a *-álgebra gerada por {a(x + j) — a(x) : a G Co(R), j G Z} então B 
é densa em C (M). 

Demonstração: 

Como IR não é compacto, para utilizarmos o Teorema 1.4 vamos considerar X a 
compactificação de M por um ponto, isto é, X = IRU{oo}. Temos que B é uma subálgebra 
de C(X) e é evidente que se / G B então / G B. 

Sejam a(x) = e z,y G M com z 7^ y. Então para algum j G Z, a(z + j) — a(z) 7^ 
+ j) ~ a (y)- Consideremos a mesma a, z = 00 e y & R temos que a(z+ 1) — a(z) = e 
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a(y+ 1) —a(y) 7^ O se y ^ — 1/2 e a(y + 2) —a(y) ^ O se y = —1/2. Logo S separa pontos 
de X, então pelo Teorema de Stone-Weierstrass temos que B = {a G C(X) : a(+oo) = 



Seja T : CS^R) — > £(L 2 (R)) definida por T(a) = a(M). T é um *-homomorfismo 
injetivo, logo pelo Teorema 3.1.5 de j2H] temos que T é uma *-isometria. Utilizando esta 
*-isometria temos que a *-álgebra gerada por {a(M + j) — a(M) : a G Co(R), j 6 Z} é 
densa em {6(M) : b G C (R)}. 

Durante este trabalho estaremos muitas vezes identificando a função b G CS(M.) com 
o operador 6(M ) através desta *-isometria. 

Lema 1.6 O ideal comutador £ da C*- álgebra A é irredutível. 

Demonstração: 

Consideremos T](x) = jr^s, x G R. E conhecido que 



0} = C (R). 




(veja, por exemplo, jHHl pág. 128). 

Temos que \F~ 1 r](x)\ < -4= J +o ° ^ d<5 e sabemos que 




c 



(1.3) 




(1.4) 



Logo por (1.3) e (1.4) temos que 



F-i 



é limitada. Fazendo u = -% temos du = —7= 



logo 




o que implica que F 1 rj G L X (R). 



Sejam ip G §(R) e T = F^rj. Temos que rj(D)(ip) = F~ X {$>T) e como T é uma 
distribuição temperada pelo Teorema IX.4 de sabemos que F~ 1 (0T) = -j=T * (p. 
Como T G L 1 (R) e <p G S(R) C L X (R) podemos escrever 
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Logo f](D) é um operador integral com núcleo T(x — y) > 0. Tomemos O^nG L 2 (R) 
e ip G C£°(R) tal que ipu 7^ 0. Temos que rj(D)ipu 7^ 0, já que r)(M) é injetor, e vamos 
verificar agora que rj(D)ipu é contínua. 

Sabemos que para todo x G R, rj(D)ipu(x) = j R T(x — y)(i[m)(y) dy. Já verificamos 
que T G L 1 (M) e é limitada. Por Holder temos que ipu G e como \T(x—y)(ipu)(y)\ < 

C|(^w)(?/)| segue que T(x — y)(^u)(y) é limitada por uma função em independente 
de x. Então pelo Teorema da Convergência Dominada temos que para cada Xq G R 
lim / T(x — y)(ipu)(y) dy = / lim T(x — y)(ipu)(y) dy. 

Usando novamente o Teorema da Convergência Dominada temos que limT(f) = 

v— >vo 

T(v ), logo / limT(x - y){i)u){y) dy = T(x - y)(ipu)(y) dy, ou seja, r]{D)ijju é 
contínua. 

Como rj(D)ipu 7^ temos que existe x G R tal que rj(D)ipu(xo) 7^ 0. Então temos 
que Re (r)(D)i(m(xo)) 7^ ou Im (r)(D)ipu(xo)) 7^ ou ambas o são. 

Suponhamos que Re (rj(D)ilm(xo)) 7^ 0. Então temos que Re (r](D)ipu(x )) > ou 
Re (r](D)ipu(x )) < 0. Se Re (rj(D)x/ju(x )) > então pela continuidade de rj(D)ipu temos 
que Re (rj(D)ipu) > em um aberto B C R contendo xq. Pelo Corolário 1.2.2 de jT^j 
existe ip G C^°(B) tal que 0<(p<leip = l em um aberto contido em B. 

Portanto Re (ipr)(D)ipu)(x) > para todo x G R. E como r)(D) tem núcleo positivo 
Re (rj(D)ipr](D)ipu)(x) > para todo x G R. 

Se Re {r](D)ipu(xo)) < devemos proceder como no caso da Re (rj(D)ipu(xo)) > 0. 
Se Im {r}(D)%lm(xo)) 7^ é análogo ao caso da parte real ser diferente de zero. Portanto 
existe ip G C^°(B) tal que [rj{D)iprj{D)ipu]{x) 7^ para todo iGR. 

Dado v G C C °°(R) seja w = v(DMM) v v(DMM)u . Temos que 

v = w(M)rj(D)ip(M)r](D)ip(M)u. 

Como w(M), if(M), ip(M) G A e no Lema 1.5 vimos que i](D) G £ temos que 
v G {Eu : E G £} o que implica que C~(M) C {Eu : E G £}. 

Usando que C£°(R) é denso em L 2 (R) temos que {Eu : E G £} é denso em L 2 (R), 
para todo m^O. Então pelo Lema 1.2 podemos concluir que £ é irredutível. ■ 
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Temos que [a(M),b(D)] G %u íl £, para a, b G CS^R), e vamos verificar agora que 
[a(M), &(£))] 7^ para algum a, b G CS 1 (IR). Vamos verificar mais, que a e b podem ser 
tomados em S(R). 

Observação 1.6 1/2: [a(M), &(£>)] 7^ para algum a, 6 G S(IR). 
De fato, sejam a, 6 G S(R), é fácil verificar que 

[a(M),b(D)]u(x) = í ((a(x)-a(y))F- 1 b(x-y))u(y)dy. 

Jr 

Logo [a(M),b(D)] é um operador integral com núcleo K(x, y) = (a(x) — a(y))F~ 1 b(x — y). 
Seja Tk = [a(M),b(D)], afirmamos que ||-ft"||i,2 7^ implica 7# 7^ 0. 
De fato, pelo Teorema VI. 23 de [SHI temos que a norma Hilbert-Schmidt HT^H^s — 
||iT||_52, logo K = se, e só se, T K = 0. 

Consideremos então b(x) = e~ x2 e a não constante. Temos que F~ 1 b{x — y) — 
y^ e -(a;-í/) 2 /4 > q p ara todo (x, y) G IR 2 logo ||fí(x,í/)|| Z/ 2 7^ 0. Segue da afirmação que 

Portanto pelo Teorema 1.3 temos íKr C £. 

Proposição 1.7 O ideal comutador Ê da C*- álgebra conjugada Â coincide com o fecho 
de 

N 

E A : = { bj(D)aj(M)Tj + K ; N G N , b á G CS(R) , a, G C (R) , G X R }. 

j=-N 

Demonstração: 

Como já foi provado temos que 3Cr C £, logo 

X R c £. (1.5) 

Por (1.2) temos que todos operadores da forma b(D)(a(M + j) — a(M))Tj estão em 
£ para b G CS(R), j G Z e a G Co (IR). Assim, pelo Lema 1.5 temos C £. 

Por outro lado, usando (1.1), (1-2), e (1.5), temos que Ea é uma subálgebra de A que 
contém os comutadores de todos os geradores de A listados no começo do capítulo. Além 
disso, £a é invariante a direita ou a esquerda por multiplicações por estes operadores. 
Tomando limite, segue que o fecho de Ea é um ideal de A que contém todos os seus 
comutadores. Logo, £ está contido no fecho de E A - ■ 
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1.2 A álgebra A* 



Nesta seção estudaremos M a C*- álgebra abeliana gerada pelos operadores do tipo 
i) e ii) da página 17. No Lema 1.10 explicitaremos o espectro, M$, de AK 

Seja Al a álgebra finitamente gerada por CS(R) e P 27r . Sejam X+ e X -£ CS(R) tais 
que x±(i°°) = 1) X+ + X- = 1 e X±(^) = se =)=t > 1. E fácil verificar que todo a G ^if, 
é da forma 

a = a +X+ + + «o, a± ^ -P2tt, a G C (K), 
onde a escolha de a+, a_ e ao é única. Vamos provar que .A é fechada e assim teremos 

Seja /„ = a n x+ + b n X- + c n G A e consideremos a sequência (/ n ) n convergindo 
uniformemente para d. Vamos provar que d G Aq. 

Para cada y > 10 temos que ||a n ||oo = sup |a„(x)| < sup \a n (x) + c n {x)\ + 

x£[y,y+2ir] x£[y,y+2w] 

sup |c ra (x)| < sup|a n (x) + c n (x)\ + sup |c n (x)|. Fazendo y — > oo temos que 

xe[2/,i/+27r] x>l i:e[?/,y+27r] 

| l^nl |oo 

< sup|a n (:r) + c n (rr)| < ||/ n ||oo- 

X>1 

Com isto temos que (a n ) n é Cauchy e pelo mesmo argumento (b n ) n é Cauchy. Digamos 
que a n — > a e b n — > b, a, b G P2?r- Temos então que d — ax+ — b\- = hm c n G Co(K), logo 
d G l/L . Portanto .Aq é fechada. Provamos então que: 

Proposição 1.8 Dado a G A^ e fixados x+ e X- como acima, estão unicamente deter- 
minados ao G Co(M) e a± G P2,r íais çne a = a + x + + a~X- + °o- 

Vamos achar o espectro Mj da C*- álgebra AK Para isto vamos definir duas classes 
de funcionais lineares multiplicativos. 

1) A cada ÍGR vamos definir 

wf.A* — > C 
f — f(t) 

2) Para 6 G R, 

w 6:+ :A* — ► C 
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/ — > lim f(0 + 2itk) := f+ 
w e ^ :A* — > C 

/_> lim/(0-27rA;) ■= f e 

fe^oo 

Usando que para f E A^ temos / = f+x+ + f-X- + /o com f± E P2tt e fo E Co(K), é 
fácil verificar que os limites existem e que IR 9 i — >■ fjf 2 G C são funções 27r-periódicas. 

Proposição 1.9 Os funcionais w t e we t ±, t,9 EM são todos os funcionais lineares mul- 
tiplicativos de AK E temos que IR é denso em M$. 

Demonstração: 

Temos que IR C Mj, pois basta considerarmos a identificação 

i : IR — > M a 
í i — > w t . 

Vamos verificar que i é contínua e injetora. 

> injetividade 

Sejam t, s EM. com t ^ s e ip E CS(M) tal que ip(t) ^ e </?(«) = 0. Temos que ip E A^ e 
iu t (v?) 7^ iu a (v?), isto é, i(s) 7^ i(í). 

> continuidade 

Seja {t a } E M uma rede com t a — > í. Queremos mostrar que i(í a ) — > i(t). 

Temos que (p(t a ) — > y?(í) para todo <p E AK Portanto w ta ((p) — > w t (</?) para todo 
V? G .A", logo i é contínua. 

Suponhamos que w E M$ e seja s G CS(M) a função s(í) = j* +ti ■ 

Como — 1 < s < 1 temos que —1 < w(s) < 1. Vamos provar que se |w(s)| < 1 então 
w = w a onde a G M resolve s(a) = w(s). 

Por Stone-Weierstrass temos que os polinómios em s são densos em CS(M) = 
= C([— oo, +oo]), logo w e w a coincidem sobre C5'(1R). 

Seja x e Co(IR) satisfazendo x(a) = 1, temos x(M)e iM E CS(M) e então u> a (e ÍM ) = 
e ía = w a (x(M)e ÍM ) = w(x(M)e iM ) = w(x(M))w(e iM ) = w(e iM ). Provando que w e w a 
coincidem sobre o conjunto de geradores de AK 
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Para o caso w(s) = ±1, seja 9 tal que w(e lM ) = e 10 . Temos que wg t ±(s) = lims(^ ± 
2nk) = ±1. Portanto wg t ±(s) = w(s). 

Usando novamente o fato de que os polinómios em s são densos em CS(M.) temos que 
w e we,± coincidem em CS(M). 

Temos que w e ,±{e iM ) = lim e i{e±27rk) = é e . Portanto w(é M ) = wg t ±(e iM ), logo w e 
we,± coincidem sobre os geradores de AK 

Agora só nos falta provar que R, ou melhor, i(R) é denso em Mj. 

Seja K — i(R) C Mj e suponhamos que K ^ Mj. Então existe wq G Mj \ K, e pelo 
Lema de Urysohn temos que existe / G C(Mj) tal que f(wo) — 1 e / = em if. 

Temos que .A" é isomorfo a C(M(j), pelo Teorema de Gelfand. Logo existe / G A$ tal 
que / é a imagem de / por este isomorfismo e temos que f(x) = w x (f) = f(w x ) = para 
todo x G R, ou seja, / é nula. Absurdo, pois / não é nula. Portanto R é denso em M$M 

Lema 1.10 Mj é homeomorfo a um subconjunto de [— oo, +oo] x S 1 a saber, Mj ss 
{(x,e") : x G R} U ({-oo,+oo} x S 1 ). 

Demonstração: 

Pela Proposição acima temos que Mj = {w t : t G R} U {wg t ± : # G R} com a 
topologia fraca-*. Usando as notações acima temos que f^ +2w j = fg 2 , l°g° fg ê um par 
de funções em R/27rZ = S 1 . 

Consideremos as inclusões 

h : CS(R) — > A* 
a i — > a(M) 

e 

12- P*k — > -A" 

a i — > a(M). 

Temos que o espectro de CS(M) é o conjunto [— oo, +oo] e que o espectro de P 2 tt é 
5 1 . Consideremos 

i* : Mj — ► [— oo, +oo], 
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onde i\{w) = w o i 1} e também 

i* : M t — S 1 , 

onde ^(«0 = w o i 2 . As aplicações z* e i\ são chamadas de aplicações duais de %\ e Í2 
respectivamente. 

Seja j : Mjj — > [—00, +00] x S 1 dada por ,7(10) = (il(w), i^w)) para u; G Mp 

Como Im i\ e Im «2 geram é fácil ver que j é injetora. Como Mjj é compacto 
(Teorema 1.3.5, [2E|), [— 00, +00] x S 1 é Hausdorff e j é contínua temos que j é um 
homeomorfismo sobre a imagem. Podemos então identificar topologicamente Mjj com um 
subconjunto de [—00, +00] x S 1 . Pela definição da aplicação dual, podemos concluir que 
Mj = {(x, é x ) : x G IR} U ({-00, +00} x S 1 ). U 

Pelo Teorema de Gelfand, temos que <p : A* -> C(Mjj) definido por y>(o) = a e um 
*-iso morfismo isométrico. Mas sabemos quem são os funcionais de Mj, logo temos 

â(w t ) = w t (a) = a(t), t G M e 
â(w0,±) = ^e,±(a) = af, e± G S 1 . 

1.3 A álgebra J 

Nesta seção estudaremos J$ C £(L 2 (1R)) a C*- subálgebra gerada por a(M)b(D), 
a G C (M) e b G CS^R). No Lema 1.15 mostraremos que J /Xr = C (M x {-00, +00}) 
e daremos uma fórmula explícita para o isomorfismo de Gelfand. E na Proposição 1.16 
vamos verificar que Jq PI £ = Xr. Os resultados desta seção serão utilizados na próxima 
seção e também no Capítulo 4. 

Definição 1.11 O espaço símbolo Ma de uma C*- álgebra A é o espectro da álgebra A/E, 
onde E é o ideal comutador de A. 

Definição 1.12 O o-símbolo de uma C*- álgebra A é a composição da projeção canónica 
ti com a transformada de Gelfand da C*- álgebra A/E, onde E é o ideal comutador. 
Notação: a : A — ► C(M^) com a i— > a a = 7r(a). 



21 



Lema 1.13 AC*- álgebra J é irredutível. 



Demonstração: 

Vamos verificar que {au : a G Jo} é denso em L 2 (R), para todo u não nulo. Então 
pelo Lema 1.2 teremos que J é irredutível. 

Na demonstração do Lema 1.6, vimos que, dados v G C£°(R) existem r],ip,ip,w,u 
tais que 

f = w(M)rj(D)if(M)r](D)ip(M)u. 

Temos que w(M)rj(D), (p(M)rj(D) e ^(M) G J , logo v E {au : a e J }. Como u G C C °°(R) 
é qualquer temos que C£°(R) C {cm : a G J }. Portanto {au : a G J } é denso em L 2 (R), 
para todo u não nulo. ■ 

Lema 1.14 O comutador [a(M),b(D)\ é compacto para a, b G Co(R). 

Demonstração: 

Consideremos a, b G S(R). É fácil verificar que 

a(M)ò( J D)n(x) = — / ( / é^ x - y) b{t)a{x)dt]u{y)dy 

e também que 

&(Z>)a(M)«(oO = -L /7 / e u ^b(t)a(y)dt)u(y)dy. 

Logo a(M)b(D) é um operador integral com núcleo 6(y — x)a(x) G L 2 (R 2 ) e b(D)a(M) é 
um operador integral com núcleo &(?/ — x)a(y) G L 2 (R 2 ). Portanto pelo Teorema VI. 23 
de jSH] temos que a(M)b(D) e b(D)a(M) são compactos e assim [a(M), &(/_})] é compacto 
para a, 6 G §(R). 

O fim da demonstração segue do fato de S(R) ser denso em Co(R). ■ 

Observação 1.14 1/2: Também temos que a(M)b(D) G Xm. se a G C (R) e 6 G 
L°°(R) fl L 2 (R), a demonstração é análoga a do Lema acima. 

Pelo Lema 1.14 e pela Observação 1.6 1/2 da página 22 temos que JqCíX^ ^ 0. Logo 
pelo Teorema 1.3 temos que OCr C Jo e assim % R C J n 8,. 
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Seja G o ideal comutador de J . Por (1.1) temos que G C %u. e que G é não nulo 
pela Observação 1.6 1/2 da página 22. Como X^. C Jo segue que G = DCr, pois o único 
ideal não nulo de é 3C R . 

Lema 1.15 O espaço símbolo Mj da C*- álgebra Jq é dado como: 

Mj = R x {-oo,+oo}. 

O o-símbolo é dado por: 

cr a (m, ±oo) = a{m), m G R, a G C (R) e 
cr b (D)(m, ±oo) = 6(±oo), m 6 1, í) G C£(R). 

Demonstração: 

Consideremos a aplicação 

i: C (R) — > Jo/^Cr 
a [a(M)] Xa . 

Temos que i é injetora já que a(M) G 3Cr se, e só se, a = 0, logo sua aplicação dual 
i* : Mj — > R onde Méo espectro de Co(R) é sobrejetora (veja, por exemplo, [TU], pág. 
314). 

Para w G Mj sejam í = i*(w), G C£°(R), real, com igual a um em uma 
vizinhança de to- 

Sejam A = <fi(M)s(D) onde s(x) = ^ e £ = <r A (w) = w([<fi(M)s(D)] Xll ) ■ 
Temos que £ é real, pois (<f>(M)s(D))* = s(D)<p(M) que é côngruo módulo compacto 
a (j){M)s{D). Logo [0(M)s(D)]^ R = [0(M)s(D)] 3C|( , consequentemente £ = Co- 

Definimos assim o par (í , £ ). Vamos verificar que £ n ão depende da considerada. 

Sejam e ip G C£°(R) com igual a um em uma vizinhança U de t e ip igual a 
um em uma vizinhança V de to- Seja B = ijj(M)s(D), seja \ G C£°(R) com suporte 
contido em U fl V e igual a um em uma vizinhança de to- Como (1 — %)(0 — ip) = — ip 
temos que A - B = (1 - x)(M)(>4 - B). Logo <7a-b(w) = cr^_ B (w) - a x ( M )(A-B){w) = 
cta-b{w) - o- x(M )(w)o- A -b(w) = 0, pois a x{M) (w) = x(t ) = 1. Portanto a A (w) = a B (w). 

Temos que <fi(M)s{D)(f)(M)s(D) é côngruo módulo compacto a <p 2 (M)s 2 (D) e que 
2 (M)(1 — s 2 )(D) é compacto pelo Lema 1.14. Logo A 2 é côngruo módulo compacto a 
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2 (M), com isto temos que £ 2 = w([A\ Xr ) = w([(/)(M)] Xr ) = 4> 2 (i*(w)) = 1. Portanto 
£o = ±1. 

Definimos então 

v : Mj — ► Ix {-1, 1} 

w i — ► (i*H,o, 

onde £ = w([0(M)s(D)]3c R ), G C£°(R) com igual a um em uma vizinhança de i*(w). 

Vamos provar agora que se a G C (R) e u{w) = (í, £) então w([a(M)s(D)]x R ) = a(í)£. 
De fato, seja Xj £ com Xj igual a um em então £ = iu([xj(M)s(í))]3c R ). 

Temos que w([xj(M)a(M)s(D)]x R ) = a(t)Ç para todo j suficientemente grande, mas 
Xj(M)a(M)s(D) — > a(M)s(D). Logo temos o que queríamos. 

Vamos verificar que v é um homeomorfismo. 

> injetora 

Sejam w, w G Mj tais que (ío,£o) — v(w) = v(w) = (í, £). Temos então que 
t = i*(w) = i*(w) = t e a<f,(w) = a^(w) para toda G C^°(M). Como £ = £o temos 
também ct^m)s(d)(w) = <t^m) s {d)(w), para todo G C™(R). 

O conjunto de todos os 4>(M)s(D) como acima geram J , módulo DC^, logo <7a(w) = 
0a(w) para todo A G Jo- Portanto u> = w. 

> sobrejetora 

Consideremos o operador paridade P, isto é (Pf)(x) = f(—x), f G L 2 (R). E fácil 
verificar quePa(M)P = a(-M) e Pb(D)P = b(-D) para a G C (R) c b G CS(R). 

Dado u> G Mj vamos definir À([A] 3 <; ]R ) = w([PAP]x R ), A G J . Seja z/(u>) = (ío,£o) = 
(i*(w),Ç ) como À([a(M)] x J = w([a(-M)] Xm ) temos que i*(A) = -í . 

Seja -0 G C£°(R) com -0 igual a um em uma vizinhança de — ío- Consideremos ip(x) = 
ip(—x) então -0 é igual a um em uma vizinhança de t . Temos que X([ip(M)s(D)]x R ) = 
w([ijj(-M)s(-D)} Xm ) = -w([i]j(M)s(D)} Xm ) = -£„ já que s é uma função ímpar. 

Para í 6 K vamos definir (T t f)(x) = f(x + t), f G L 2 (R). E fácil verificar que 
T t a(M)T_ t = (T t a)(M) e T t b{D)T_ t = b(D) para a G C (R) e b G CS(R). 
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Dado w G Mj vamos definir t([A} Xr ) = w([T t AT_ t ] XR ), A G J . Seja v(w) = (t , 1). 
Como r([a(M)] XR ) = w([(T t a)(M)] Xm ) temos que i*(r) =t + t. 

Seja ip G C£°(R) com *0 igual a um em uma vizinhança de t +t. Consideremos ip(x) = 
ip(x + 1) então ip é igual a um em uma vizinhança de to- Temos que t([i^(M)s(D)] Xr ) = 
w([(T t ^)(M)s(D)} Xm ) = w($(M)s(D)} Xm ) = 1. 

Portanto se (ío, 1) G Imz/ então (to + 1, 1) G Im v para todo t G IR. Portanto usando 
a sobrejetividade de i* e o que foi visto acima temos que v é sobrejetora. 

> contínua 

Sejam {w a } a uma rede em Mj e w G Mj com iu Q — * w. Seja também z/(w) = (í,£) 
e i/(iu a ) = (í a ,£ a ). 

Como w a — > w temos que i*(iu Q ) — * i*(iu) logo í Q — > í. Seja x G C£°(R) com x igual 
a um em uma vizinhança de t, temos que £ = iu([x(M)s(D)]3c R ). Seja «o tal que para 
todo a > «o temos t a <E U, U aberto de R onde x é igual a um. Então para todo a > a 
temos que £ a = w a (\x(M)s(D)] Xfl ) — >■ w([x(M)s(D)]x M ) = £• Portanto z/ é contínua. 

> a inversa é contínua 

Consideremos u>, iu Q , (í, £), (í Q , £ Q ) como antes e seja (í a , £ Q ) — > (í, £). Temos que 
t a = i*(w a ) -> i*(iu) = í logo tu Q ([a(M)]3cJ -> w([a(M)] XR ) para todo a G C (R). 

Então w a ([a(M)s( J D)] 3< ; R ) = a(í a )£ Q -> a(t)£ = w([a(M)s( J D)] x J. Como 
{[a(M)s(D)]3c R : a G C (R)} gera Jq/Xr, segue que u> a — > u>. Portanto z/ é um homeo- 
morfismo. 

Para concluir a demonstração basta usarmos o isomorfismo de Co(K x {—1,1}) em 
Co(Kx{— oo,+oo}). Observar que s(±oo) = ±1 e usar que os polinómios em s são densos 
em CS(R). ■ 

Proposição 1.16 Temos que J fl £ = Xr- 

Demonstração: 

Já vimos que Xr C J fl £, vamos verificar então que J fl £ C DCr. 



25 



Decorre da Proposição 1.7 que £ é o fecho do conjunto j ^ bj(M)aj(D)e ljM + ií: 

j=-JV 

iVeN, G CS(M), a, G C (R), tf G 

Sabemos que a(D-j)e ijM = e ijM a(D), logo dj(D)e ijM = e ijM aj(D+j). Portanto £ 
é o fecho do conjunto 

N 

{ b j (M)e ijM a j {D + j) + K: NeN, bj G CS(R), a, G C (K), tf G 

j=-N 

Seja A G (JoH£) e consideremos Xj £ c o m < Xj < 1 e Xj = 1 em {~3\j) com 

j G N. Como A G Jo podemos calcular o a - símbolo de A, logo a a = limava- Portanto 
[-4]x R = hm [xjA}x R em J /3Cir, ou seja ||[xj^k K - [A]x m \\ — ► quando j — ► oo. Logo 

existem (tf,)j onde tf, G X K tais que limxj^4 + Kj = A. 

j— >oo 

Como A G £ temos, também, que A = lim V b k l {M)e ilM a k l {D + l) + S k onde 

i=-iV* 

bf G CS(R), af G C (K) e 5 fc G DC R . 
Logo 

A = lim lim V Xj(M)tf (M)e ilM af (D + /) + S k + K. 

j— >oofc— >oo — é 
l=-N k 

Como Xj{M)bf (M)e ÚM af (D + /) é compacto, vem que A é o limite de uma soma de 
compactos, logo compacto. Portanto ( J D £) C Xr, assim J fl £ = 3Cr. ■ 



1.4 O espaço símbolo de A 

Nesta seção calcularemos o espaço símbolo, Ma, de A e daremos uma fórmula explicita 
para o homomorfismo ip : A — > C(M^). 

Teorema 1.17 O espaço símbolo Ma da C*- álgebra A é dado como: 

M A = M tt x {-oo, +00} . 

O a-símbolo é dado por: 

a a {m, ±00) = a(m), m G Mj, a G e 
f7 6 p)(m, ±00) = b(±oo), m G M t , b G CS^ffi). 
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Demonstração: 

Consideremos as aplicações 



i x ■ A* — > A/& 

a(M) .— > [o(M)] e 

c 

ia : CS{R) — ► A/E 

b [b(D)] E . 



E suas aplicações duais 



M* 



i* 2 : M A — ► [-00, +00], 
onde dado w G Ma temos i*{w) — w o j — 1 e 2. 

Consideremos i o produto das duais: 

i : M A — ► M i x [-00, +00], 
com w G M4 tendo imagem i(w) = (w o i 1; w o i 2 ). 

Como Im ii e Im i 2 geram A/E é fácil ver que i é injetora. Como M A é compacto 
(Teorema 1.3.5, [23), M% x [—00, +00] é Hausdorff e i é contínua temos que i é um 
homeomorfismo sobre a imagem. 

Usando este homeomorfismo como identificação temos que: 
cr a (m,t) = â(m) e a b{D) (m,t) = b(t), 

para a e A^ b e CS(R) e (m, í) 6 M, x [-00, +00]. 

Até aqui temos que M A C x [—00, +00]. Mas demonstraremos nos Lemas 1.20, 
1.21 e 1.22 respectivamente que M A n (R x {-00, +cx)}) 7^ 0; (x, +00) G M A D (R x 
{ — 00, +00}) se, e só se, (— x, —00) G M A fl (IR x {—00, +00}); (x, +00) G M A fl (R x 
{ — 00, +00}) se, e só se, (y, +00) G M4 fl (R x {—00, +00}), para todo y G R. Logo 
R x { — 00, +00} c Ma e como R é denso em Mg temos que Mj x {—00, +00} C Ma- No 
Lema 1.19 demonstraremos que (m,t) ^ M4 se \t\ < 00, logo Ma = Mj x {—00, +00}. ■ 
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Lema 1.18 Dado qualquer x G Mj existe y G [—00, +00] tal que (x,y) G Ma- 



Demonstração: 

Dados a(M) G £ D A* e x e C 6 °°(R) temos Q ue x(M)a(M) G (J D £) = 3C R , já que 
6(M) G Jo se 6 G Co (IR) e £ é ideal de A. Temos então que x a (M) = 0, logo x a = para 
todo x £ C£°(R) o que implica que a = 0. Portanto £ n A* = {0}. 

Consideremos a aplicação %\ do teorema acima, como £n^l tt = {0} temos que e um 
isomorfismo sobre a imagem, logo i* é sobrejetora (veja, por exemplo, pág. 314 de [TU]). 

Então dado x G Mjj existe x' G M4 tal que i^(x') = x e i(x') = (i*(a;'), ^{x')) = 

(x,i* 2 (x')) eM a . m 

Lema 1.19 (m,t) ^ Ma se \t\ < 00. 
Demonstração: 

Dado í Q G R, podemos escolher a G Cq(R) tal que a(t ) 7^ 0. Temos que a(D) G £ = 
Kera, logo cr a (c)(m, í) = a(í) = 0, para todo (m, t) G Ma- Assim (m, t ) ^ Ma, para 
qualquer m G Mj já que a(to) 7^ 0. ■ 

Lema 1.20 M A n(lx {-00, +00}) ^ 0. 

Demonstração: 

Dado x G R C Mjj temos pelo Lema 1.18 que existe y G [—00, +00] tal que (x, y) G 
M4. E pelo Lema 1.19 temos que se \y\ < 00 então (x, y) £ Ma- Portanto (x, y) G 
Ma íllx { — 00, +00}. ■ 

Lema 1.21 (x, +00) G M A íl(lx {-00, +00}) <=^ (-#, -00) G M A n(Rx {-00, +00}). 

Demonstração: 

Consideremos o operador paridade P, isto é, (Pf)(x) = f(—x), f G L 2 (R). E fácil 
verificar que Pa(M)P = a(-M) e Pb(D)P = b(-D) para a G A* e b G CS(R). 

Seja g : .A/£ — ► A/E, onde [a]g 1— > [PaPjg. Dado A G M4 definimos w — Xo g. 
Pode-se verificar sem dificuldades que w G Ma- 
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Se i(X) = (x, +00) então i(w) = (—x, —00) e se i(\) = (—x, —00) então i(w) = 
(x, +00). Portanto temos o resultado. ■ 



Lema 1.22 (x, +00) G M A n (R x {-00, +00}) (y, +00) G M A n (R x {-00, +oo}) ; 
para todo y G R. 

Demonstração: 

Dado í É I vamos definir (T t f)(x) = f(x + t), f G L 2 (R). E fácil verificar que 
T t a(M)T„ t = (T t a)(M) e T t b(D)T_ t = b(D) para a G .A» e b G C5(M). 

Seja g : .A/£ — > A/E, onde [a]g 1— > [T^aTl^e, a partir daqui a demonstração é 
análoga a do Lema anterior. ■ 



1.5 O quociente £/3Cr 

Nesta seção vamos construir o isomorfismo de E/X^ para C(S 1 x { — 1, 1},%%). 

Seja SL a C*- subálgebra de Z(L 2 (S 1 )) gerada pelos operadores o(M) de multipli- 
cação por funções a G C°°(S 1 ), e por todos os operadores b(D$) := F~[ 1 b(M)Fd, onde 

F d : L^S 1 ) -> L 2 (Z) 

é a transformada de Fourier discreta, com /j = -i= / e _y ' e f(e l9 )dd, b G C5(Z), b(M)(uj)j 

v n Jo 

= (b(j)uj)j e CS (Ti) é o conjunto das sequências (6y)j que possuem limites quando j tende 
a +00 e —00. 

Podemos verificar que SL é irredutível (verificação análoga à de £) e que todos os 
seus comutadores são compactos (veja, por exemplo, [TU]), então pelo Teorema 1.2 temos 
que %si C SL. Usando a mesma estratégia do Teorema 1.17 podemos verificar que o 
espaço símbolo de SL é Msl = S 1 x { — 1, 1}. Logo pelo Teorema de Gelfand temos que 
SL/% s i é isomorfo a C(S l x { — 1, 1}) e que cr a (z, ±1) = a(z) e crb(D g )(z, ±1) = 6(±oo), 
aerfS 1 ) eÒGC\S(Z). 
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Logo A (g) K i — > a a® K induz um *-isomorfismo 

SL®X T SL®% 7 . SL 



X z S C{M SL )®Xz = C(M SL ,X Z ). (1.6) 



^5 x xz 3C 5 i<g)3Cz 9C 5 i 

(veja [TI], para mais detalhes). Acima <g> denota o produto tensorial de C*- álgebras 
nucleares. Em particular SL®%i denota o fecho do produto tensorial algébrico de SL®Xi 
em £(L 2 (S ,1 )<É>L 2 (Z)). 

Dado u G L 2 (R) denotamos: 

u (<£>) = (u((p — j))jez para cada (p G IR. 

Temos, pelo Teorema de Fubini, que u°(<p) G L 2 (Z) para quase todo 99 G R. 

Para cada <p G R definimos = i^M^F^ 1 , onde M~ v G L(L 2 (S' 1 )) é o operador 
de multiplicação pela função (z 1— > -z - ^), isto é (M - ^ f)(e t9 ) = e~ lipe f (e ld ) . Podemos 
verificar que Y 9 , tp G R, é uma família de operadores unitários de £>z com as seguintes 
propriedades: 

Y<pY w = Yp+yj, <p, w G R e (Y k u)j = u j+k , k G Z, u G L 2 (Z). 
Podemos então definir o operador unitário (com S 11 = {e 27 ™* : 93 G R}) 
W: L 2 (R) — > L 2 (S\c^;L 2 (Z)) 

Usando a primeira propriedade de y v verifica-se facilmente que se 6 G C5(R), então 
V? 1— > Y^)(ip — M)Y_ ip é 1-periódica e pode ser vista, portanto como um elemento de 

Então pelo Teorema 2.6 de ^3], que enunciamos abaixo, podemos definir o isomor- 
fismo ip. 

Teorema 1.23 Temos que W£W~ l = SLêX^. 

Além disso, para b G CS(WL), a G C (R) e j G Z ; temos: 

Y v a(<p-M)Y- v eC(S\X z ) e 

W{b{D)aT )W' 1 = b(D e )Y v a(<p - M)Y^ + K, K G X s i xZ , (1.7) 
onde denotamos por f(<p) funções S 1 E3 e 2mip 1— > f(tp) g X%. 
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Proposição 1.24 Existe um ^-isomorfismo 



Íj:8,/X wl —>C(M S l,Xz) 

tal que se 7 denota a composição de ip com a projeção canónica £ — ► 8./X R , e se E E £, 
satisfaz F~ l EF = b(D)aT jt b G CS(R), a G C (R), j G Z então temos: 

*f E (ip, ±1) = ò(±oo)l>(v? - M)Y_ ip _ j , (e 2 ^, ±1) G M 5i . 

Demonstração: 

Vamos definir tp como sendo a composição das aplicações: 



£/X R H/X R — * C(M SL , 3C Z ), 

•^s 1 xZ 



onde, a primeira aplicação leva A+X R para F _1 AF+3C]r, a segunda para WE~ 1 AEW~ 1 + 
Xs^xz e a última é o isomorfismo (1.6). Pelo Teorema 1.23 e pela equação (1.7), temos o 
resultado para 7e(</?, ±1). ■ 

Estenderemos 7, definida sobre £, para a álgebra inteira A. Como 8./X R é um ideal 
de A /%■%., todo A G .A define um operador T4 em £(£/3Cr) por 

Ta(E + X R ) = AE + X R . 

Assim define-se: 

T : A — > L(E/X R ). 
Está claro que \ \Ta\ \ < \\A\\. Vamos definir 

7: A — > £(C(M SL ,3C Z )) 
A 1 — ► Í>T A i)- x . 

Para £ G £, 75; é uma multiplicação por 7^ G C(Msl,Xj) da Proposição 1.24. 
Identificando funções de C(M S l,X%) com operadores de multiplicação correspondentes 
em £j(C(Msl, X%)), nós podemos então dizer que 7 estende 7. 

Proposição 1.25 Existe um * -homomorfismo 

7 : A — > C{Msl-, £>z) 



31 



estendendo 7 da Proposição 1.24- Sobre os geradores de A, 7 é dada por: 

-y a (<p,±l) = a(±oo), aeCS(R), 
j b{D) (<p, ±1) = Y^(M - <p)Y- v , b G CS(R) e 
7 e « M (<p,±l) = j G Z. 

Demonstração: 

É suficiente provar as equações acima para a aplicação 7 definida em (1.8). Por 
continuidade, a imagem de 7 estará então contida em C(Msl, £z) considerada como uma 
sub álgebra fechada de L{C(M S l, 3C Z )). 

Dado a G C5'(1R), precisamos calcular %e em termos de te, para F G £. Pela 
Proposição 1.7, temos que basta considerar F tal que 

F^FF = d(D)cT k , d G CS(R), c G C (R), e fc G Z. 

Obtemos então F~ l (aE)F = (ad)(D)cTj e portanto, pela Proposição 1.24, 
7 ajB (y9, ±1) = a(±oo)d(±oo)Ypc((p - M)!!^ = a(±oo)7 E (</?, ±1)- 

Para E como acima e b G C5'(R), 

F- 1 (b(D)E)F = b(-M)d(D)cT j = d(D)b(-M)dTj + K,K G DC M , 

e, assim, 

7 6(D)B (^,±i) = d(±oo)y v 6(-^+M)c(^-M)y_ v _ j = r^(M-^)y_^7 B (^,±i). 

Para o mesmo E temos 

F -i e ijM EF = Tjd(D)cT k = d(D)c(M + j)T j+k 

e, então, usando que Y-jc((p — M) = c((p — M + j)Y-j, 

%i 3 M E ((p,±l) = d(±oó)Y v c((p-M+j)Y_ v ^ k = Y_ j d{±oo)Y ip c(íp-M)Y_ v _ k = 
Y_j ; y E ( y (p, ±1). A aplicação preserva *, pois preserva * nos geradores. ■ 

Proposição 1.26 Seja A° C A a subálgebra fechada gerada pelos operadores do tipo 
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ii) e in) da página 17. Se A G A« então f = {W F~ l )A{W F~ l )~ l G C(S\L Z ) e 
ja(z, 1) = f(z) = ja(z,—1) para todo z G S 1 . Em particular, \\ja\\ — para todo 
A G A°. 

Demonstração: 

Dado b G CS(M), para cada <p G IR, (b(ip—j))j £ z G CSÇZ); denotamos por b(<p—M) G 
Li o operador de multiplicação por esta sequência. 

Para j G Z, (p G M e u G L 2 (1R) temos, 

{Y v b(<p - M)Y_ j Y_ ip )(Y ip u < >(<p)) = Y v (b(<p - k)u(ip - k + j)) kEZ , 

logo WbTjW- 1 = Y^íç - M)Y- v - j , para b G CS(R) e j G Z. 

Por outro lado segue das equações da Proposição 1.25 que 

76(D)ei3 - M (^,±l) = Y v b(M - = W^—M^jW' 1 = WF- 1 b{D)e i ^ M FW-\ o 

que prova que ja(z, 1) = 7,4(2, —1), para todo A G .A . Como VTF -1 é um operador 
unitário segue que \\ja\\ — para todo A G A° . ■ 

Proposição 1.27 Seja J Q a C*- álgebra definida na seção 1.3. Temos que Kerj = J . 

Demonstração: 

Se A G Jq, vimos na demonstração da Proposição 1.16 que limx^ + Kj — A onde 
Xj G C™(M) com < Xi < 1 e Xj = 1 em (-j, j) com j G N; Kj G 3C K . 

Agora se A G .A e lim XjA + Kj = A temos que A G Jo, já que 

V fc 

A = lim V b k {M)a k {D)é lM + C; N k e N, b { G CSQR), a, G CS(M), C G 3C R e 

l=-N k 

a(D-j)e^ M = e^ M a(D). 

Com isto provamos que A G A pertence a Jo se, e só se, lim XjA + Kj = A, Kj G Xr. 

j-*oo 

Podemos então concluir que A G A pertence a J se, e só se, ^(m, ±oo) = para 
todo m 6 S} U Si, onde S\_ = S 1 x {+00} e Si = S 11 x {—00}. Pela Proposição 3.4 de 
[T3] temos que 

sup{ \o- A (rn, £)| :x6 SjuSl, £ = ±00} < ||ta|Í- 
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Logo se A G Ker7 então (J A {m, ±00) = para m G S\_ U 51. E vimos acima que isto 
ocorre se, e só se, A G Jq, portanto Ker7 = J . ■ 
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Capítulo 2 
A álgebra 6 



Neste capítulo vamos estudar a C*- subálgebra de £(L 2 (IR)), que chamamos C, gerada 
por operadores de multiplicação a(M) e b(D) := F~ 1 b(M)F com a, b G C5'(R). 

Calcularemos sua K - teoria e obteremos uma fórmula para o índice de Fredholm. 

Definição 2.1 Seja C a C*- subálgebra de £(L 2 (R)) obtida como o fecho da C*- álgebra 
gerada por: 

i) operadores de multiplicação a(M), a G CS(M). 

n) operadores da forma b{D) := F~ 1 b(M)F , b G CS(R). 

E óbvio que C é uma C*- subálgebra de A, introduzida no Capítulo 1. 

2.1 O espaço símbolo de C 

Nesta seção calcularemos o espaço símbolo, Mc, de C e daremos uma fórmula ex- 
plícita para o homomorfismo ip : C — > C{Mc). 

Proposição 2.2 AC*- álgebra C é irredutível. 

Demonstração: 
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Temos que {au : a G 6} é denso em L 2 (M), para todo w não nulo. Pois do Lema 1.13 
temos que {au : a G Jo} é denso em L 2 (R), para todo u não nulo e Jq C C. Então pelo 
Lema 1.2 temos que C é irredutível ■ 

Usando o Teorema 1.3, (1.1) e a Observação 1.6 1/2 temos que 

%r c e. (2.i) 

Seja J o ideal comutador de C, temos 

JCX R (2.2) 

já que [a(M), &(£>)] G DC R , a, 6 G CS(R). Por (2.1), (2.2) e pela Observação 1.6 1/2 temos 
J — Kr- 

Teorema 2.3 espaço símbolo Mc da C*- álgebra C é dado como 

M c = {(x,£) G [-oo,+oo] x [-oo, +oo] : \x\ + |£| = oo}. 

a- símbolo é dado por: 

a a (x,Ç) = a(x), (x,Ç) G M c , 
<rHD)(x,Ç) = b(Ç), G M c . 

Demonstração: 

Consideremos as aplicações 

ii: CS(R) — > C/X K 
a [a(M)] XR 

e 

, 2: ^(R) — > e/x R 
& .— > [&(£>)]x R . 

Note que ij, j — 1,2, é injetora já que a(M) G Xm se, e só se, a = 0. 

Temos que o espectro de C<S'(R) é o conjunto [— oo, +oo]. Consideremos as aplicações 
duais de i\ e i 2 : 

i\ : M c — > [— oo, +oo] e 
«2 : M c — > [-oo, +oo], 
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onde dado w G M c temos i*(w) = w oij, j = 1, 2. Como ij, j = 1, 2 é injetora temos que 
i*, j = 1,2 é sobrejetora (veja, por exemplo, [3], pág. 314). 

Seja i o produto das duais 

% : M c — > [— oo, +oo] x [— oo, +oo], 

onde tu G Mc tem imagem = (tBoj 1 ,íí)0} 2 ). 

Como Im ii e Im «2 geram C/3Cr é fácil ver que % é injetora. Como Mc é compacto, 
[— oo, +oo] x [— oo, +oo] é Hausdorff e i é contínua temos que i é um homeomorfismo sobre 
a imagem. 

Usando este homeomorfismo como identificação temos 

a a (x,Ç) = a(x) e a b{D) (x,Ç) = b(Ç). 

Sabemos que A = a(M)b(D) G Xr = Kercr para a, b G C (M) e podemos escolher a 
e ò que nunca se anulam em R. Como 

a A (x,O=a(x)b(O = V (^)eM c , 

e a(x)ò(£) = se, e somente se, |x| = oo ou |£| = oo ou ambos, segue que Mc C {(x, £) G 
[— oo, +oo] x [— oo, +oo] : \x\ + |£| = oo}. 

Seja w = (x, £) G M c e vamos definir À([A]x M ) = w([F _1 AF]x B ). Temos que 
A (K M )kJ = ^([«P)]x R ) = a(0 e A^p)]^) = M)]x R ) = &(-*), logo A = 

Usando o operador translação do Lema 1.22 temos que dado x G K, (x, +oo) G Mc 
se, e só se, (y, +oo) G Mc para todo y G K. E usando o operador paridade do Lema 
1.21 temos que dado x G R, (x, +oo) G Mc se, e só se, (— x, — oo) G Mc- Usando a 
sobrejetividade das aplicações duais, temos Mc = {(x, £) G [— oo, +oo] x [— oo, +oo] : 
|x| + |e| = oo}. ■ 



2.2 Espaços de Hardy e operadores de Toeplitz 

Nesta seção apresentaremos a definição de espaços de Hardy no círculo, ií 2 (S' 1 ), e 
na reta, H 2 (R), e provaremos que U(H 2 (S 1 )) = H 2 (R) (com S 1 = R/2ttZ), onde f/éum 
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operador unitário. Esta teoria será necessária na próxima seção. 

Sejam D = {z G C : \z\ < 1} e H(D) a classe de todas as funções analíticas em D. 
Para / G H(D) definimos M a (/;r) = /* w \f{re u )\ 2 dt^ pelo Teorema 17.6 de [38J 
temos que M 2 é uma função monótona crescente de r G [0, 1), logo podemos definir para 
/ G H{D) 

||/|| 2 = lim M 2 (/;r). 

i — >i 



Definição 2.4 H^S 1 ) = {/ G #(£>) : ||/|| 2 < oo}. 

Aplicando a desigualdade de Minkowski para M 2 (f; r) é fácil verificar que H/H2 satisfaz a 
desigualdade triangular, logo ií 2 (S' 1 ) é um espaço linear normado. Mais ainda, temos que 
H 2 ^ 1 ) é um espaço de Banach, veja por exemplo na página 331 de [HEj uma demonstração 
de que H 2 ^ 1 ) é completo. 

Veremos a seguir que H 2 ^ 1 ) pode ser identificado com um subespaço de L 2 (5' 1 ), 
S 1 = { e ie : 6 G R} munido da medida ±d9. 

Teorema 2.5 a) Uma função f G H(D), da forma 

f(z) = J2 a m n (z G D), 

n=0 

00 

está em H 2 ^ 1 ) se, e somente se, ^^|an| 2 < 00; neste caso, 

n=0 

00 

ii/ii a ={£ki 2 } a - 

n=0 

b) Se f G H 2 ^ 1 ), então f tem limite radial f*(e zt ) = lim/(re l< ) em quase todo ponto de 

r—*l 

S 1 ; f* G L 2 (S r ); o n-ésimo coeficiente de Fourier de f* é a n se n > e zero se n < 0; 

lim-L r\ne")-f(re a )\ 2 dt = 0. 
Além disso f é a integral de Poisson de f* , isto é, se z = re te então 

f{z) = ^J\ r {9-t)né t )dt 
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onde P r {9 — t) é o núcleo de Poisson. 

c) A aplicação f i— > /* é uma isometria de ií 2 (5' 1 ) sobre o subespaço de L 2 (5' 1 ) que 
consiste naquelas g G L 2 (S' 1 ) gtze tem g(n) = O para todo n < 0. 

Demonstração: Ver [SE], Teorema 17.10. ■ 

Definição 2.6 í/~ 2 (IR) e o subespaço de L 2 (IR) consistindo de todas as funções f cuja 
extensão harmónica F(x + iy) = ~ J R ^^z^p áí, é analítica no semi - plano superior. 

Enunciaremos agora um Teorema de Paley e Wiener que nos mostra que FH 2 (M>) = 
L 2 (R + ). 

Teorema 2.7 Uma função f G L 2 (M) pertence a H 2 (W) se, e somente se, f é nula em 
quase todo o ponto no eixo real negativo. 

Demonstração: Ver [T7], pág. 101. ■ 
Provaremos agora um resultado que relaciona ií 2 (S' 1 ) com H 2 (R). 

Proposição 2.8 Seja U : L 2 ^ 1 ) — L 2 (R) onde g i— (Ug)(t) = -^-^^(i±g), * G R. 
Então U é um operador unitário de L 2 (S' 1 ) para L 2 (IR) tal que ?7(ií 2 (S ,1 )) = ií 2 (IR). 

Demonstração: 

Fazendo alguns cálculos, concluímos que U é inversível e U~ l : L 2 (W) — > L 2 (S' 1 ) é 
dada por h i— > (t/- 1 ^)^) = 



Vamos verificar que C/ é uma isometria. Temos que 

,1 + it. 



1 1^1 12 1 



TT . L 1 - íí 



1 - it' 



dí. 



Seja e %e = então e íÉI d9 = j^z^dt sendo assim d6 = dt. Substituindo esses 
valores obtemos que | \Ug\ | 2 2( K ) = | \g\ Iwgi)- 

Verificaremos agora que U(H 2 (S 1 )) = if 2 (IR). A aplicação conforme z = jzf^ leva o 
semi - plano superior sobre o disco unitário, com i sendo levado no zero e o zero sendo 
levado no um. Sejam z\ = re td e z 2 = re lt , r G [0, 1), temos que P r (6 — t) — Re 



e"+zi 
e %t ~z\ 
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Como a aplicação conforme é bijetora temos que existem w\ = X\ + iy\ e w 2 = x 2 + iy 2 
tais que Z\ = e z 2 = i±^. Na fronteira temos e u = logo ^-dt = - } a . dx 2 . 

Compondo a fórmula do núcleo de Poisson com a aplicação conforme obtemos ^^^^a) 2 ■ 

Dada / G H 2 ^ 1 ) consideremos /(z) = f( z )j^- Temos que / G H 2 ^ 1 ). Então 

P r (0 — t)f*{e lt ) dt. Compondo com a 

aplicação conforme temos f ( ) = - L 2 , , ^ — sf(^) ob 2 = 

= - L i,/ 1 — rõ ^n 1 ■ s f*(i ±1 ^ 1 ) dx 2 — - L 2 1 , Vl — yi{U f*){x 2 )d x 2 que é analítica no 

semi-plano superior. 

Portanto U (H 2 ^ 1 )) C P 2 (IR). A demonstração da volta utiliza a mesma estratégia.H 



Definição 2.9 Seja P a projeção ortogonal de L 2 (S' 1 ) soòre H 2 ^ 1 ). Se tp G L°°(S' 1 ), o 
operador 

é chamado operador de Toeplitz com símbolo <p. 

Enunciaremos agora um teorema que será utilizado na próxima seção. 

Teorema 2.10 Se <p G C(S l ), então T v é um operador de Fredholm se, e só se, p> nunca 
se anula. Seja cp um elemento inversível em C(S' 1 ). Então o índice de Fredholm de T v é 
menos o número de rotação de <p, isto é, 

indiT.p) = -w(ip). 

Demonstração: Ver [2H], pág. 103 e 104. ■ 



2.3 índice de Fredholm e a K-teoria de C 

Nesta seção e nos capítulos que seguem estudaremos a K-teoria de C*- álgebras. 
Como referência de um amplo estudo sobre K-teoria para C*- álgebras recomendamos os 
livros de B. Blackadar, K-Theory for Operator Álgebras jl] e M. Rordam, F. Larsen e N. 
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J. Laustisen, An Introduction to K-Theory for C*- álgebras [37|. Para um breve resumo 
sobre K-teoria para C*- álgebras recomendamos o Apêndice C de 0. Utilizaremos neste 
trabalho as notações e resultados de [3] e [37]. 

A K-teoria foi desenvolvida por Atiyah e Hirzebruch por volta de 1960, baseada 
no trabalho de Grothendieck em geometria algébrica. Ela foi introduzida como uma 
ferramenta na teoria de C*- álgebras por volta de 1970. 

Resumidamente, K-teoria (para C*- álgebras) é um par de funtores, chamados K 
e Ki, que a cada C*- álgebra A associa dois grupos abelianos K (A) e K X (A). Temos 
que Kq é um grupo de diferenças formais de classes de projeções (matrizes) de tamanho 
arbitrário e Ki é o grupo de classes de homotopias de matrizes unitárias de tamanho 
arbitrário. Uma das propriedades dos funtores K Q e K 1 é que dada uma sequencia exata 
curta de C*- álgebras 







.4 



B 



C 







podemos associar uma sequência exata cíclica de seis termos de grupos abelianos 

V 9 * t V>* 



MA) 



õl 



Ki{C) 



K (B) 



K (C) 



Ki(B) 



Ki(A) 



onde as setas horizontais são homomorfismos induzidos funtorialmente e a seta de conexão 
de Ki para K é chamada aplicação do índice e a seta de conexão de K para Ki é chamada 
aplicação exponencial. 

Vimos na seção 1 que C/DCjr é isomorfo a C(M^). Usando que Mc é homeomorfo 
a S 1 temos que Kí(C/JC-r) = KiiC^S 1 )), i — 0, 1. Pelo exemplo 11.3.3 de [HZj sabemos 
que K^C^S 1 )) = Z, i — 0, 1, onde a classe [.]i da função / : S 1 — > C definida por 
f(z) = z gera i ; í 1 (C(S' 1 )) e a classe [.] da função g : S 1 — > C definida por g(z) = 1 gera 
Kq^C^S 1 )). Pelo exemplo 11.3.4 de [S7J temos que 



A 



KiiCiS 1 )) 

Ni 



TT 1 ^ 1 ) 

< Det{u) >, 
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onde 7r 1 (S' 1 ) é o grupo fundamental de S 1 e u é um unitário é um isomorfismo. Pelo 
exemplo 8.3.2 de [37] temos que 

w: tt 1 ^ 1 ) — ► Z 
< A > i — > w(X), 

onde A G C(S 1 , S* 1 ) é um isomorfismo e satisfaz a seguinte propriedade u é homotópico a 
v se, e só se, w(u) = w(v), u e v G C(S 1 , S* 1 ). 

Logo 

woA: ^(^(S 1 )) ► Z 

[u]i i — ► w(Det(u)) 

é um isomorfismo. Com isto temos que a classe de qualquer / G C(5' 1 ,5' 1 ) que tenha 
w (f) = 1 ou -1 gera K^CiS 1 )). 

Fixando um homeomorfismo h de M c para S 1 temos que [1] gera K (C(M C )) e [h]i 
gera K^C (M c )). 

Usando o cx-símbolo temos que [[/c(]dc r ]o gera K (G/Xm) e [[e 27ríc(M) 6(D) + c(D)] Xr ]i 
onde b, c G (7S'(R) são tais que ò é crescente com b(x) = 0, se x < — 1 e 6(x) = 1, se x > 1 
e c é decrescente com c(x) = 0, se x > 1 e c(x) = 1, se x < — 1, b + c = 1 gera Ki(C/3Cr), 
isto é, 

K (e/3C R ) = Z[[/d] x Jo e 
K^G/Xn) = Z[[e 2 ™Mb(D) + c(D)]x v ]i- 

Lema 2.11 Seja T G C. Então T é um operador de Fredholm se, e somente se, o~t é 
inversível. 

Demonstração: 

Como G/Xu é uma C*- subálgebra de L(L 2 {R))/Xu, segue do Teorema 2.1.11 de |2E! 
que [T]x m G Q/X^. é inversível se, e somente se, [T]% x G H(L 2 (M.))/Xm. é inversível. Pelo 
Teorema 1.4.16 de [2H] temos que [T]x B G £(L 2 (R))/0C]r é inversível se, e somente se, T 
é de Fredholm. Por outro lado, segue do Teorema 2.3 que [T]% m G Q/X^ é inversível se, 
e só se, <Jr(x, £) ^ para todo G Mc- ■ 
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Sejam x a função característica da semi-reta real positiva e e C<S'(R) tal que 
0(+oo) = 0(— oo) = 1, não nula e u>(</>) = —1. Pelo Teorema 2.7 temos que x(D)4>(M)x(D) 
é equivalente a um operador de Toeplitz em H 2 (R), logo unitariamente equivalente a um 
operador de Toeplitz em H 2 ^ 1 ), pela Proposição 2.8. Então pelo Teorema 2.10 temos 
que x(D)(f)(M)x(D) é um operador de Fredholm com índice 1. Logo x(D)(/>(M)x(D) © 
Id H 2(M)± = x(D)(j)(M)x(D) + (Id — x{D)) é um operador de Fredholm com índice 1. 

Lema 2.12 O operador (Id — x(D))<f>(M)x(D) é compacto. 

Demonstração: 

Pela Proposição 2.8 e pelo Teorema 2.7 temos que U~ l x(D)U = P onde P é a 
projeção ortogonal em H 2 (S r ). Temos também que U~ 1 <f)(M)U = (f>(M) onde <p(z) = 

Suponha <f>(t) = 1 se |í| > 1, então <f>(z) = 1 em uma vizinhança de —1. Portanto 
4> e C^iS 1 ). Logo, U-\Id - X (D))(j)(M)x(D)U = (Id - P)4>(M)P com P a projeção 
sobre H 2 (S l ) e G C 00 ^ 1 ). 

Consideremos (ek)k& base ortonormal de L 2 (S' 1 ) onde ek(z) = z k . Temos que 

(Id- P)e n {M)Pe k = se fc < e (Id - P)e n (M)Pe k = (Id - P)e k+n se k > 0. 

Mas (Já — P)e k+n = se /c + n > 0. Vamos estudar então o que acontece para n > e 
n < 0. 

Se n > então + n > para todo k > 0, logo (Já — P)e k+n = 0. 

Se n < teremos /c + n > se, e somente se, /c > — n. Então (Id — P)e k+n = para 
todo k > — n e (Já — P)e k+n = e k+n caso contrário. Logo para n fixo Im [(Id — P)e n P] c 
gerada por {e k : < k < —n}. 

Com isto temos que (Id — P)p n (M)P é um operador de posto finito, logo compacto. 
Logo se p é um polinómio temos que (Id — P)p(M)P é compacto. Pelo Teorema de 
Stone-Weierstrass temos que existem polinómios p n convergindo uniformemente para <fi 
então 

\\(Id-P)^(M)P-(Id-P)p n (M)P\\ < ||0(M) -p n (M)\\ = ||0-p„||oo — >0. 
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Como %(L 2 (S 1 )) é fechado em £(L 2 (S' 1 )) temos que (Id — P)<p(M)P é compacto em 
L^S 1 ). Logo (Id - x{D))(j){M)x{D) é compacto em L 2 (R). ■ 



Teorema 2.13 Seja T e C um operador de Fredholm, temos que ind(T) = à~i([[T]x R ]i) = 
w(ctt), onde 5\ é a aplicação do índice da sequência de K-teoria associada a sequência 
exata curta abaixo. 

o — - x R e — ^ e/x R — * o 

Demonstração: 

Vamos considerar as seguintes sequências exatas curtas 

o — . x R e — ^ e/x R — * o 

X R — £(L 2 (M)) — ^ L(L 2 (R))/X R * 

onde iéa inclusão e 7r a projeção canónica. 

Sabemos pela Proposição 9.4.2 de [37] que o índice, 5i, para a sequência exata curta 

* X R L(L 2 {R)) — ^ H(L 2 (R))/X R * 

é o índice de Fredholm, isto é ind(T) = 8i([[T]x M ]i) ■ 
Consideremos o diagrama comutativo 

o — . x R e e/x R — 

i i 

* X R Í(L 2 (R)) -^^^(L 2 (R))/X R ^0 

Pela naturalidade da aplicação do índice, veja Proposição 9.1.5 de [37], temos que o 
diagrama abaixo comuta 

ATi(e/DC M ) Z 

I II 
Ki(£j(L 2 (R))/X r ) Z 
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Logo Si é o índice de Fredholm, ou seja ind(T) = ài([[T]x R ]i) ■ Vamos verificar agora 
que ind(T) = w(o~t)- 

Consideremos S = X (D)<j)(M)x(D) + (Id - X (D)) + (Id - X (D))<j)(M)x(D) = 
(j)(M)x(D) + (Id - x(D))- Como vimos no Lema 2.12 que (Id - x(D))<f>(M)x(D) é 
compacto, temos que S é um operador de Fredholm com índice 1, pela observação antes 
do Lema 2.12. 

Seja T' = (p(M)b(D) + (Id — b(D)) com b contínua crescente com b(x) = para 
x < -1 e b(x) = 1 para x > 1. Temos V e G e V - S = (0 - 1)(M)(6 - logo 
T' — S é compacto pela Observação 1.14 1/2. Portanto T' = S + K, K compacto, logo 
T' é Fredholm e ind(T') = 1 e temos também que w(<tt') = 1- Concluímos assim que 
ind(T) = Si([[T]^c R ]i) = w(<jt), T G C um operador de Fredholm. ■ 

Proposição 2.14 Seja tx : C — ► C/Xr a projeção canónica. Então rr* : K (Q) — > 
Kq(G/%k) é um isomorfismo. Além disso, K\(G) = 0. 

Demonstração: 

Consideremos a sequência exata curta 







3Cn 



7T 



e sua sequência exata cíclica de seis termos 



K (%u) 



71* 



Me/x*) 



K,(G) 



ATi(3C]E 



Pelo corolário 6.4.2 e pelo exemplo 8.2.9 de temos que K (%i 
Substituindo então as K - teorias conhecidas temos 



Z 



K (G) 



TU 



z 



ZeATi(3C R ) =0. 



45 



z K^e) o 

Seja V = (j)(M)b(D) + (Id-b(D)) o operador do Teorema 2.13 , temos que [[T"]x R ]i G 
Ki(G/%m) e já vimos que ^([[T^xji) = 1, logo 5i é um isomorfismo. Portanto 7r* : 
K (e) — > Z é isomorfismo e fíi(C) = 0. ■ 
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Capítulo 3 



K-teoria de A 



Neste capítulo calcularemos a K-teoria da C*- álgebra A utilizando a seguinte es- 
tratégia. Primeiro calcularemos a K-teoria de A/E e E/X R e para isto utilizaremos os 
isomorfismos ip : A/S, — > C(Ma) e 7 : E/X R — > C(M S l, Xj), estudados no Capítulo 1. 
De posse dessas K-teorias e utilizando a seguinte sequência exata curta 

- E/X R - A/X R - A/E -0 

calcularemos a K-teoria de A/X R . Por último utilizamos a sequência exata curta abaixo 
para o cálculo da K-teoria de A 

X R A A/X R . 

3.1 A K-teoria de A/E e E/X R 

Começaremos o nosso trabalho por descrever geradores para Ki(C(M$)), i — 0,1, 
já que pelo Teorema 1.17 M4 = Mj x {—00, +00} e pelo Teorema de Gelfand temos 
ip : A/E — > C(Ma) isomorfismo . Pelo Lema 1.10 podemos considerar = S}_ URUS^, 
onde S l + = S l x {+00} e S l _ = S 1 x {-00}. 

Proposição 3.1 Seja ip : C(M$) — > C(S' 1 x {—00, +00}) a restrição das f e C(M$) 
a Sl U Si. Para i = 0,1 ^ : iQ(C(M tt )) — ► K i (C(S 1 x {-00, +00})) é injetora. A 
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imagem de ip* '■ Kq(C(M^)) — > K Q {C{S 1 x {— oo, +oo})) é isomorfa a Z e a imagem de 
xp* : K X {C{MÚ) — ► K x {C{S l x {-oo, +00})) é isomorfa a Z©Z. Assim K (C(M t )) *é Z 
eK x (C(M()) ^ZffiZ. 

Demonstração: 

Consideremos a sequência exata curta 

- C (R) - » C(M $ ) Z .COS 1 x {-00, +00}) 



onde cp é a inclusão ei/)éa restrição. 

Sabemos que esta sequência exata curta induz a sequência exata cíclica de seis termos 
em K-teoria 

K (C (R)) K Q (C(M S )) -^^(C^xí-oc+oo})) 

^(C^xí-oo^oo}))^- ^i(C(M„)) #i(C Q (R)) 

Pelo exemplo 11.3.2 de [37] sabemos que if ((7o(R)) = e Ki(C (R)) = Z. Assim 
como pelo exemplo 11.3.3 de j37j e o fato de Cfê 1 x {—00, +00}) ser isomorfo a C(S r ) © 
C(S' 1 ) temos para i — 0, 1 que Ki(C{S l x {—00, +00})) = Z © Z onde a classe [.] das 
funções k,k : S 1 x {—00, +00} — > C com k(z, +00) = 1; — 00) = 0; k(z, +00) = 0; 

— 00) = 1 geram Kq[C{S 1 x {—00, +00})). E a classe [.]i das funções 1,1 : S 11 x 
{—00, +00} — > C com /(z, +00) = z; l(z, — 00) = 1; /(z, +00) = 1; — 00) = z geram 
K^CiS 1 x {-00, +00})). 

Substituindo na sequência exata cíclica de seis termos as informações acima temos 
que Si = 0. Só nos falta calcular 6 para obter a K-teoria de C(M^). 

Pela Proposição 12.2.2 de jSZj sabemos que precisamos de funções g e g E C(M$) 
reais tais que ip(g) = k e VKfiO = 

Consideremos b : Mjj — > R com b = em 51; 6 = 1 em S+; b(x) = para x < — 1 e 
= 1 para x > 1. 

E também c : Mjj — > R com c = 1 em S*l; c = em S 1 ^; c(a;) = 1 para x < — 1 e c(x) = 
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para x > 1. As funções b e c são extensões contínuas das funções b e c definidas na página 
47, mas utilizaremos a mesma notação. 

Temos que ip{b) = k e ^(c) = fc, então pela Proposição 12.2.2 de jHZj temos que 
existem (e são únicos) elementos u e u G U(Co(R)) tais que </?(u) = e 2nlb e (/?(«) = e 27nc . 
Mas como C (R) C C(M$) temos que <p = <p, logo u = e 2mb e u = e 2mc . 

Portanto 5o([&]o) = — [w]i e 5o([&]o) — — [^]i onde e [u]\ pertencem a fíi(Co(R)). 
Sabemos que Ki(Cq(WL)) é isomorfo a Ki^C^S 1 )) e temos que o número de rotação induz 
um isomorfismo de Ki(C(S 1 )) para Z. 

Calculando o número de rotação de u e ú temos que w(u) = 1 e w(u) = —1. Logo 
com respeito aos isomorfismos Kq{C{S 1 x {— oo, +oo})) = Z[k] © Z[fc] e K^C^S 1 x 
{ — oo,+oo})) = Z[/]i©Z[/]i discutidos acima, podemos escrever 5 (1, 0) = —1 e 5 (0, 1) = 
1, consequentemente 6q é sobrejetora e Sq(x, y) = — x + y. 

Segue da exatidão da sequência exata cíclica de seis termos que Im^* = Ker5 — 
Z, Ker^ = Iniíy?* = 0, Im^>* = Kerôi = Z © Z e Ker^* = Im^ = 0. Portanto 
K (C(M$)) = Z e Ki(C(Mf)) = Z © Z. ■ 

Usando os isomorfismos da Proposição acima podemos verificar que 

tfo(C(M«)) = Z[l]o- 
Sejam S 1 = {e ix : x G R}, L e L E C(M{) tais que: 

L(e lx , +oo) = e" em 5^; L(e", — oo) = 1 em S\\ L{x) = e tx , se x > e L(x) = 1, se 
x < e, 

L(e lx , +oo) = 1 em S+; L(e tx , — oo) = e lx em Si; L(x) = 1, se x > e L(x) = e tx , se 
x < 0. 

Consideremos a restrição de L à reta. Então temos que b(x)e lx + c(x) —L(x) G Cq(R), 
onde 6, c G CS'(R) são tais que b é crescente com b(x) = 0, se x < — 1 e 6(x) = 1, se 
X > 1 e c é decrescente com c(x) = 0, se x > 1 e c(x) = 1, se x < —1, 6 + c = 1. 
Logo L(M) = b(M)e iM + c(M) - a Q (M), onde a G C (R). O mesmo vale para L, logo 
L(M) = b(M) + c{M)é M - b (M). 
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Com o que acabamos de provar, concluímos que L, L estão em (veja definição na 
seção 1.2). Usando novamente o isomorfismo da Proposição acima concluímos que 

K 1 {C{M í )) = Z[L\x@Z[L\ x . 

Proposição 3.2 K (C(M A )) é isomorfo a Z®Z eK x (C(M A )) é isomorfo a Z©Z©Z©Z. 
Demonstração: 

Sabemos pelo Teorema 1.17 que M A = Mjj x {— oo, +oo}, então consideremos o iso- 
morfismo 

C(U; X {-OO, +00}) — > C(Mjj) © C(M t ) 

f(z, ±oo) i — ► (/(z, +oo),/(«, -oo)). 
Logo temos que Ki(C(M A )) = i^(C(M tt ) © C(M tt )), i = 0, 1. 

Pelas Proposições 4.3.4 e 8.2.6 de [37| temos que K i (C{M^)®C{M i )) = K i (C{M i )) © 
iíj(C(M tt )), logo Ki(C(M A )) = Ki(C(Mt)) © ^(C(M tt )), i = 0,1. Consideremos as 
funções: 

/ : Mjj x {— oo, +00} — >■ C com f(z, +00) = 1 e /(z, —00) = 0, 
/ : Mjj x {—00, +00} — > C com /(z, +00) = e f(z, —00) = 1, 
Wi : Mjj x {—00, +00} — > C, i = 1, ..,4, com 

101(2, +00) = L(z) e Wx(z, —00) = 1, 

w 2 (z, +00) = L(z) e w 2 (z, -00) = 1, 

iy 3 (z, +00) = 1 e w 3 (z, -00) = L(z), 

Wi(z, ©OO) = 1 e ^4(2, —OO) = L(z), Z G Mjj. 

Utilizando o isomorfismo acima temos que 

K (C(M A ))= Z[/]o©Z[/] e 
Ki(C(M^)) = Z[^i]i © Z[u; 2 ]i © Z[w 3 ]i © Z[ty 4 ]i- 

■ 

Agora utilizando o cr-símbolo definido no Teorema 1.17 concluímos que 

K (A/E) = Z[[6(D)]e] © Z[[c(D)] e ] e (3.1) 
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K^A/E) = ZWA^ ® Z[[A 2 ] E ]i © Z[[A 3 ] £ ]i © Z[[A 4 ] £ ]i (3.2) 

onde A x = L(M)b(D) + c{D), A 2 = L(M)b(D) + c(D), A 3 = b(D) + L(M)c(D) e A 4 = 
b(D) + L(M)c(D) com 6, c as mesmas funções definidas na página 54. 

Proposição 3.3 O isomorfismo da Proposição 1.24, 7 : E/%m. — > C{M SL ,X-£), induz o 
isomorfismo Kí(E/%-r) = TL © TL, i — 0,1. 

Demonstração: 

Usando o isomorfismo 7 : £/3Cr — > C(M SL ,Xz) temos que K^E/X-g) é isomorfo a 
KíÍCÍMsl, X z )), i = 0, 1 onde M 5L = x {-1, 1}. 

Então vamos calcular a K-teoria de C{M SL ,Xj) para conhecermos a K-teoria de 
£/3Cr. Começaremos por calcular a K-teoria de C^iS 1 , 3Cz), por isso consideremos a 
seguinte sequência exata curta cindida 

o — - sx% — — — - c(s 1 ,Xz) *■ x^ — - o 

onde v(f(z)) = /(l) e SXz denota a suspensão de Xz, isto é SXz = {/ : S 1 — > : 

/(i) = o>. 

E sua sequência exata cíclica de seis termos 

^o(^) — — ATotCOSSSCz))— ^ ^o(3Cz) 
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Como a sequência é cindida temos que 8q — S 1 — 0. Segue da exatidão da sequência 
exata cíclica de seis termos que : K (C(S 1 , %■£)) — > K (Xz) = TL[E] , onde E é qualquer 
projeção de posto 1 em £(L 2 (Z)) é isomorfismo e que : ifi^DCz) — > K^CÇS 1 , 3Cz)) é 
isomorfismo. 

Usando o isomorfismo da periodicidade de Bott temos que Ki(SXz) = 7i[l+(z—l)E]i 
logo Ki(C(S l , %■£)) = Z[l + (z — l)E]i, z denotando a função identidade em S 1 . 
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Considerando o isomorfismo 

CiS 1 x {-1,1}, 3C Z ) — > C7(5 ,1 ,3C z )eC(S ,1 ,3C z ) 
/(*,±1) ^ (f(z,l),f(z,-l)), 

temos que K (C{M SL , 3C Z )) = Z © Z e 

ii: 1 (C(Af SJi ,3C z )) = z[« 1 ] 1 ez[u 2 ] 1 , 

onde 

ui(z, 1) = 1 + (* - 1)£ e u 2 {z,-l) = l 
c 

u 2 {z,l) = l e u 2 {z,-l) = l + {z-l)E. 
Pelo isomorfismo 7 temos que K (E/X R ) = Z © Z e K^E/Xr) = Z © Z. ■ 

3.2 A K-teoria de A/X R e A 

Vamos calcular agora a K-teoria de A/Xj& e então estaremos prontos para calcular 
a K-teoria de A. Enunciaremos e demonstraremos antes um Lema que será utilizado no 
cálculo da aplicação do índice da sequência exata cíclica de seis termos de A/%^. Nesta 
seção e nas que seguem estaremos utilizando as definições de K e K\ de [3], isto é K é um 
grupo de diferenças formais de classes de idempotentes (matrizes) de tamanho arbitrário 
e K\ é o grupo de classes de homotopias de matrizes inversíveis de tamanho arbitrário. A 
demonstração de que as definições apresentadas em jj] e [37] (que usa diferenças formais de 
classes de projeções ortogonais (matrizes) para K e de unitários para K x ) são equivalentes 
encontra-se em [3]. 

Lema 3.4 Sejam A uma C*- álgebra e J um ideal de A. Consideremos a sequência exata 
curta : 

J — A A/J 
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onde i é a inclusão e ir é a projeção canónica. 

Se u G M n (A/J) é inversivel, ir (a) = u e ir(b) = u" 1 então: 



*i([«] 



2ab-(ab) 2 o(2 - 6a)(l - 6o) 
(1 - ba)b (1 - ba) 2 



Demonstração: 

Seja w G M 2n (A) definido por 



w 



É fácil verificar que w é inversivel e 



w 



2a — aba ah — 1 
1 — ba b 



b 1 — ba 
ab — 1 2a — aba 



Temos também que 



7T 



2a — aba ab — 1 
1 — ba b 



Pela definição 8.3.1 de |1] segue que 
*i([«]i) = 



1 O 
O O 



2a — aba ab — 1 \ / 1 O 
1 - ba b /VOO 



u O 
O u- 1 



b 1 — ba 
ab — 1 2a — aòa 



í 




[(: 


:)] 












2ab-(ab) 2 a{2 - ba)(l - ba) 
(1 - ba)b (1 - ba) 2 



)] 




[(: 


:)] 












Teorema 3.5 Seja ip : A/%& — ► A/£ onde [a]x K l— ^ [ a ]e> « 6 A. Temos que ip* : 
Ko(>A/^r) — ► Kq(A/£) é injetora e a imagem de ip* é isomorfa a Z. Assim, K (A/%m) = 
Z e temos também que Ki(A/Xr) = Z © Z © Z. 



Demonstração: 

Consideremos a sequência exata curta: 
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o 



£/X$ 



A/Xi 



A/E 



onde cp é a inclusão e ip : [a]^ i — > 

21 sua sec 
K (E/X 



[a]g, a£ A 
cíclica ck 



E também sua sequência exata cíclica de seis termos para K-teoria 

V 9 * iy / a la/- \ "tP* 



KM/8.) 



Substituindo as K-teorias que conhecemos temos 



Z©Z 



K (A/X% 



Z©Z©Z©Z- 



1p* 



Kx{A/X t 



K (A/E) 



do 



ME/X* 



ZffiZ 



z©z 



Precisamos calcular 6o e 8\ para conhecermos então a K-teoria de A/X®.. 

Vamos primeiro calcular 5 ([[6(-D)]g]o), onde [[&(-D)]e]o foi descrito na página 55 
equação (3.1). Pela Proposição 12.2.2 de |HZ| sabemos que precisamos de um elemen- 
to x G A tal que [x]x R seja auto-adjunto e VKMrK») = [^(-^)]e- 

Como b(D) já é auto-adjunto em A basta então tomarmos x = b(D). Pela Proposição 



27ri[b(D)] Xv 
2ni[b(D)] Xs 



12.2.2 de [37] temos que existe um único elemento u G U(£/3Ck) tal que <p(u) = e 
Como E/X® C A/X® temos cp — <p, logo pela definição de <p temos que u = e 
Portanto o gerador [[6(D)] e ] de K (A/E) ê levado em -[e 2 ^ ^^ e K^E/X*) pela 
aplicação Sq. Utilizando o isomorfismo 7 da Proposição 1.24 e homotopias verificamos em 



seguida que [e 



27ri[&(D)k„ 



corresponde ao elemento 



-1) de K x (C{M SL ,Xz))- 



Usando o isomorfismo da Proposição 1.24 temos que [e 



2ni[b(D)] Xs . 



é levado em [h]i 



onde h é a função: 



h : 



M SL 
(e 2 ^, ±1) 



X7, 
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Com respeito ao isomorfismo da Proposição 3.3, sabemos que o elemento que corre- 
sponde a (1,1) G Z © Z em K\{C{Msli Kz)) é dado pela classe em fíi de 



onde £?((a n ) n ) = aoeo- Seja a E então, 

y„ +1 a(M - + i))y_ (v+ i) = Y v Y ia (M -(ip + i))y_iy_„ = y v a(M - ^)y_ v 

logo y ¥ ,(e 2?ríb(A/ ' </: '^)y_ (/ , é periódica de período 1. Consideremos então Y tp {e 2,mh ( M ~^)Y_ tp 
para y? G [-§, §]. 

Sem perda de generalidade podemos supor que a função 6 é constante em (— oo, —1/5] 
e em [1/5, +00). Se 1/5 < \<p\ < 1/2 então \j — <p\ > | para todo j. Se |y?| < 1/5 então 
|j — V 9 ! > § para todo j não nulo. 

Logo para todo ip E [— 1/2, 1/2] temos que 



Portanto e 2 ™ 6 ( M ™^ = Id + (e 2nib ^ - Jd)E para todo |p| < 1/2. Seja g(<p) = e 2wib ^ - 
Id temos que g G C c °°([-±, §]) e e 2 ^ M ~^ = g(<p)E + Id logo Y^{e 2 ^ M -^)Y_ 9 = 
Y v (g(<p)E + Id)Y_ v , para todo \<p\ < 1/2. 

Seja Z t = Y h[t) onde h : [-1/2, 1/2] -> E com /i = em [-1/4, 1/4]. Logo Z t = Id se 



Seja v : [0,1] — > U(C([— 1/2, 1/2]), 3Cg)) onde x 1 — > ^ definida por v x (t) = 
Y(i- x ) t+xh (f)(g(t)E+l)Y-[^- x ) t+xh ^)]- Se |í| > 1/5 temos g(t)E+Id = Id. Logo para todo 
x, v x pode ser encarado como um elemento de U(C(S 1 , %%)) e vo(t) = Y t (g(t)E + l)y_t 
e Vl (t) = Y m {g{t)E + l)Y_ h(t) = Z t (g(t)E + l)Z_ t . Portanto Y t (g(t)E + l)y_ t e 
Z t (g(t)E + l)Z_ t são elementos homotópicos de C(S' 1 ,3Cz). 

Como Z t = Id se t E [— 7, 7] e 5 tem suporte contido em [— ~, ~] temos que Z t (g(t)E + 
l)Z- t = g(t)E + 1 para todo í 6 [—1/2, 1/2] . Então pela Proposição 8.1.4 de jSZj e pelos 
resultados acima temos 



l: M SL 
(z,±l) 



3Cz 

l + (z-l)E, 




1 1 

4' 4 



[y(^(t)E + l)y_ t ]i = [Z t (g(t)E + l)Z_ t ]a = [^(í)E + 1] 
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onde F(t) denota a função (e 2 ™*, ±1) 3 M SL ^ F(t) G 3C Z . 



Usando o que foi visto na página 47 sobre número de rotação temos que as funções 

► e 2mb (-v)^ = g(tp) são homotópicas em U(C(S 1 )). Seja então 



z=(zi — ► z) e (e 2 "^ i- 
/ : [0,1] — > UiCiS 1 )) tal que /(O) = z e /(l) = i/(y>) e seja v : [0,1] — ► U(C(S\X Z )) 
dada por x i — > (/(a;) — + 1. Temos que u(0) = (#(<£>) — 1)E + 1 = g(<p)E + 1 
e v(l) = (z — 1)E + 1. E sabemos que (z — 1)E + 1 é o — 1 em K\(C{S X , 3C z )).(veja 
demonstração da Proposição 3.3) 

Portanto pela Proposição 8.1.4 de temos [g(ip)E + l]i = [(z — 1)E + l)]i, logo 
5 ((1,0)) = (1,1). 

Com uma demonstração análoga podemos mostrar que <5o((0, 1)) = (—1, —1). Então 
temos que S ((x,y)) = (x — y)(l, 1). Com isto segue que Ker<5 = {(x,y) GZffiZ:i = 
y} = Ze lmõ = {(a, a) : a G Z} = Z. 

Com isso encerramos o cálculo de 6q e passaremos agora a calcular a aplicação S\. 

Já sabemos pela Proposição 3.2 que os quatro geradores de Ki(A/E) são [[^4i]e]i, 
[[A-zhh UsMu [\Me\x, onde A 1 = L(M)b(D) + c(D), A 2 = L(M)b(D) + c(D), A 3 = 
b(D) + L(M)c(D), A 4 = b(D) + L(M)c(D). 

E obvio que a = [Ai] Xr é uma pré-imagem de u = [Ai] E . Como [Ai]z = u é unitário 
temos que b = a* é uma pré-imagem de Pelo Lema 3.4 temos que 

2aa* — (aa*) 2 a(2 — a* a)(l — a* a) 
(l-a*a)a* (1 - a*a) 2 



1£1/ 







[(: 


:)] 


y 










onde íi([[Ai]g]i) G K (8,/X R ) = K (C(M SL ,X Z )) á K (X Z ) © K (X Z ) (veja Proposição 
3.3). Seja rj = o 7* então considerando a = 7^(1, 1), a' = 7Ai(l, — 1), = 7a* (1, 1) e 
/3' = 7a* (1, -1) temos 



r] o S 1 ([[A 1 ) E ] 



2a(3-(a(3) 2 a (2 - /3a) (1 - (3a) 
(l-(3a)(3 (l-(3a) 2 



o 



[(: 


:)] 







1 o 
o o 



2a - (a'0) 2 a'{2- 0a'){l- 0a') 
(l-0a')0 {1-0 d) 2 

Vamos observar que 7^(1, ±1) X%, já que A\ G A e A\ £. Observemos também 

que A\A X - Id G £ então 7a* j 4 1 (1, ±1) - 7/d(l,±l) e 3C Z . Portanto [7^(1, l)]x a e 
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[ 7 Ai(l, — 1)]oc z sao inversíveis em L(L 2 (Z)) 
Temos então pelo Lema 3.4 que 

^([7* (M)]0 

c 

^([7^(1,-1)]!) = 

onde 5i é o índice da sequência de K-teoria associada a sequência exata curta abaixo 

X z — &(L 2 (Z)) L(L 2 (Z))/X Z 0. 

Mas o índice para esta sequência é o índice de Fredholm por 9.4.2 de jSZj • Por 19.1.14 
de [IH] temos que 

ind lAx (l, ±1) = Tr((Id - 7 a*(1, ±l) 7j4l (l, ±1))") - Tr((Id - lM (l, ±1) 7 a*(1, ±1))") 
para algum N > natural para o qual se tenha 

(Id - 7AJ (1, ±1)^(1, ±1))" e (Id - 7Al (l, ±1) 7A *(1, ±1))* trace-class. 

O mesmo raciocínio vale para A 2 , A 3 , A^. 

Utilizando a Proposição 1.25 temos que 

7Ai(l, -1) = Ide 7a* (1, -1) = Id, 

lAl (l, 1) = b(M - + Yic(M - 1)F_! e 7 a*(1, 1) = - 1) + - 1)Y^, 

7A 2 (1, -1) = 6(M - l)r_i + Fic(M - l)Y-x e 7 a*(1, -1) = Y 1 b(M - 1) + F lC (M - l)y_ x , 
7a 2 (1, 1) = /d e 7a*(1, 1) = Id, 
7a 3 (1, -1) = Ide 7a* (1, -1) = M 

T a 3 (1, 1) = Yi6(M - + c(M - l)y_! e 7 a*(1, 1) = Yi&(M - l)y_! + Y x c(M - 1), 
7 a 4 (1, -1) = Y 1 b(M - l)y_! + c(M - l)y_x e 7 a|(1, -1) = Y x b{M - l)y_i + Y lC (M - 1), 
lA4 (l,l) = Ide lAl (l,l) = Id. 

Construindo as matrizes desses operadores podemos verificar que para N = 1 temos 
que (Id - 7 a*(1, ±l) 7 Ai(l,±l)) e (Id - j Ai (l,±l)j A *(l,±l)), para i = 1,..,4, são de 
posto finito. 
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2af3-(af3) 2 a(2-/fa)(l-/3a) 
(1-Pá)p (l-[3a) 2 



1 




2a'/?' - (a'/3') 2 d{2-0d){l-0d) 



(l-0d)0 



(1-0 d 



í 




[(: 


:)] 












Apresentamos a seguir as matrizes dos operadores (Id — 7a* (1, 1) 7j 4i(1j 1)) e 
(/d- 7Al (l,l) 7AÍ (l,l)). 




'•• 



o o 



o o 
o ••. 



o o 



-1/2 

-1/2 1/2 

-1/2 

; o 



o 

-1/2 

o ; 
o 



o o 







-1/4 
-1/4 




-1/4 

-1/4 

o o ; 

o o •• 



Obtemos então: 

UlAÁh 1)) = Tr(Id - 7AJ (1, l) 7Al (l, 1)) - Tr[ld - lM (l, 1) 7A .(1, 1)) = 1, 
M 7 ^(l, -1)) = Tr(Id - 7AÍ (1, -1)^(1, -1)) - Tr{Id - -1) 7 a*(1, -1)) = 0, 

S 1 ( lAa (l, 1)) = ^r(/d - 7A3 (1, 1) 7A2 (1, 1)) - Tr(/d - 7A2 (1, 1) 7a .(1, 1)) = 0, 
Íi( 7 a 2 (1, -1)) = Tr(Id - 7a *(1, -1) 7 a 2 (1, -1)) - Tr(/d - 7Aa (l, -1) 7 ^(1, -1)) = 1, 
1)) = Tr(Id - 7A .(1, 1) 7 a 3 (1, 1)) - Tr(/d - 7As (l, 1) 7 ,(1, 1)) = -1, 
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5 1 (7a 3 (1, -1)) = Tr{Id - 7^(1, -1)7a 3 (1, -1)) - Tr{Id - lAa (l, -l)>y A -(l, -1)) = O, 

^(7^(1, 1)) = Tr{Id - 7A *(1, 1) 7A4 (1, 1)) - Tr{Id - 1) 7A .(1, 1)) = O, 

^(7^(1, -1)) = Tr{Id - <y A .(l, -1)7a 4 (1, -1)) - Tr(/á - 7 a 4 (1, -1)7^(1, -1)) = -1- 

Portanto podemos concluir que 

i7oí 1 ([[A 1 ] e ] 1 ) = (l,0), 

77oí 1 ([[A 2 ] £ ] 1 ) = (0,l), 
í7oí 1 ([[A 3 ] £ ]i) = (-1,0), 
Wi([[^]e]i) = (0,-1). 

Segue da exatidão da sequência exata cíclica de seis termos da página 59 que Im 5\ = 
Kenp* = Z©Z; Imy?* = Ker^* = e Irn^»* = Kerô = Z(l, 1) onde (1,1) G K (^/£) = 
Z[[6(D)]e] eZ[[c(D)]e]o (veja página 55, (3.1)). Portanto 

K (A/X R ) = Z[[Id] Xu ] . 
Pelos cálculos acima temos que Ker 5\ = {(x, y, z, w) G Z©Z©Z©Z : y = w e x — 

z) logo (1,0,1,0) e (0,1,0,1) g ^(a/ê) = zp^li e z[[i 2 ] £ ]i e zp 3 ] £ ]i ® Z[[A4] £ ]i 

(veja página 56, (3.2)) geram Ker5 ± . 

Novamente pela exatidão da sequência exata cíclica de seis termos temos que Im = 
Ker ò\ = TL® TL. Pelo Teorema do homomorfismo e exatidão da sequência exata cíclica 
temos que Ker ^* = Imy?* = Z © Z/Z(l, 1) = Z(l, 0) onde (1, 0) G K^E/Xm). 

Podemos então construir a seguinte sequência exata curta 

- Z — K^A/Xr) ^* » z©z — - o 

onde « é a inclusão. 

Pela Proposição 1.25 e demonstração do Teorema 3.5 temos que \b(M)e 2mc ^ + 
c(M)]x R , b e c como na página 54, corresponde ao (1,0) de K 1 (E/X R ). Então usando a 
sequência exata acima temos que 

KM/Kr) = Z[[L(M)]x R ]i © Z[[L(M)] Xk ]i © Z[[ò(M)e 2 ™^ + ^M)]^. 

■ 

Agora já estamos prontos para calcular a K-teoria da C*- álgebra A. 
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Teorema 3.6 Seja tt : A — > A/X^ a projeção canónica. Então tt* : K^A) — > Imir* é 
um isomorfismo. Logo Kq(A) = Z e K\(A) = Z © Z. 

Demonstração: 

Consideremos a sequência exata curta 







3Cn 



A 
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A/Xi 



e sua sequência exata ciclíca de seis termos para K-teoria 



K^A/Xt 



MA) 



Ti* 



K {A/X B 



Ti* 



K\{A) 



Substituindo as K-teorias conhecidas temos 



Z 



K (A) 



z 



z©z©z 



Ti* 



K^A) 







Sabemos pela Proposição 9.4.4 de [37f que o índice para esta sequência é o índice de 
Fredholm. Vamos calcular ô% nos geradores de K\{A/%m). 

Temos que b(M)e 2nic ^ + c(M) G G, logo [6(M)e 27riC ( D ) + c(M)] Xr G e/X R e como 
foi visto no Capítulo 2, Teorema 2.13, ^([[Tjjjcji) = ind(T) = w(o~t) nesta álgebra. 

Logo Si([[b(M)e 2mc ^ +c(M)]x K ]i) = ^( cr ò(A/)e 2 '" ;c ( D )+c(M)) = _ 1- Sabemos também 
que ind(L(M)) = ind(L(M)) = 0, pois são operadores de multiplicação. Portanto õi é 
sobrejetora e S^x, y, z) = — z. 

Pela exatidão da sequência exata cíclica de seis termos temos que Imi* = Ker ix* = 0; 
Im ti* = Ker Sq = Z; Im i* = Ker n* = e Im n* = Ker 8\ = Z © Z, logo 



iT (A) = Z[/d] e Ki(yi) = Z[L(M)]i © Z[L(M)]x. 
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Capítulo 4 



K-teoria de A por produto cruzado 



Neste capítulo calcularemos, novamente, a K-teoria de A utilizando a seguinte es- 
tratégia. Primeiro provaremos que a IH17, onde 7 é a aplicação da Proposição 1.25 tem 
estrutura de produto cruzado e então usando a sequência exata de Pimsner-Voiculescu 

calcularemos sua K-teoria. Utilizando então a sequência exata curta induzida por 7 

Jo/%r A/X R Im 7 ^0 

calculamos a K-teoria de A/Xr. De posse desta K-teoria e usando a sequência exata 
curta abaixo calculamos a K-teoria de A. 

X R A A/X R . 

O que diferencia a estratégia deste capítulo para o anterior é que no Capítulo 3 utilizamos 
uma sequência exata curta induzida pelo a-símbolo para calcular a K-teoria de A/Xr. 

Um estudo geral sobre produto cruzado de C*- álgebras pode ser encontrado no 
Capítulo 7 de [33! • Aqui, trabalharemos apenas em casos onde a C*- álgebra A tem 
unidade e o grupo é Z com a topologia discreta. 

Dados uma C*- álgebra A com unidade, o grupo Z com a topologia discreta, e uma 
ação q de Z em A, defme-se uma nova C*- álgebra ixiZ como sendo a C*- álgebra 
envolvente de Zi(Z, A) (seção (2.7) de [E!), esta vista como uma álgebra de Banach com 
a involução, o produto e a norma definidos respectivamente por: 
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y *(n) = a n (y*_ n ), a G Aut(A), 
y x z(n) = ^2y k a k (z n - k ) e 



1 



para todo y = (y n )nez e z = (z n )nez em /i(Z, A) e n G Z. Temos que fc(Z, A), funções de 
h(Z,A) que tem suporte finito, é um subconjunto fortemente denso de li(Z,A). 



Sejam a G A e n G Z. Denote por a<5 n o elemento de Zi(Z, A) dado por 



se fc^n, 
a se k = n. 



Note que (a<5 n )* = a~ n (a*)5_ n e que (aõ n ) x (65 m ) = aa íl (6)5„ +m para todo n, m G Z e 
todo a, 6 G A. E não é difícil mostrar que o conjunto {xSq, ISi : x <E A} gera lx(Z,A) 
como álgebra de Banach. 

4.1 A estrutura de produto cruzado de A° 

Seja A = CS(R), e consideremos a sequência exata curta 

C(C) — ^— C([0,1]) — c — - o 

onde C(C) é o cone da álgebra C, isto é C(C) = {/ : [0, 1] -> C : /(O) = 0}; ^(/) = /(O) 
e i é a inclusão. Aplicando a sequência exata cíclica de seis termos para K-teoria na 
sequência acima e usando que K (C(C)) = Kx(C(C)) = 0, veja exemplos 4.1.5 e 8.3 de 
jSZj, obtemos K (C([0, 1])) = Z[l] e #i(C([0, 1])) = 0. Como A é isomorfo a C([0,1]) 
temos que = e K (A) = Z[l] . 

Consideremos a : Z — > Auí(A) onde n i — > [a(n)a](x) = a(x — n). A aplicação a 
está bem definida e temos que [a(n + m)(a)](x) = a(x — n — m) = [a(n) o a(m)(a)}(x) 
para todo n, m G Z. Logo a é um homomorfismo de grupo. Como Z é um grupo discreto 
temos que a é contínua, logo a é uma ação. 

Usando a sequência exata de Pimsner-Voiculescu [Slj temos 
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Ko (A) ld —^ K (A) -^iTo(ixZ) 
Kl (A x Z) K X (A) 1 Í^3l Ki(A) 

a 

Como a(n)(l)(x) = l(x—n) = 1, segue que a* é igual a identidade de K (A). Usando 
que K 1 (A) = e que K (A) = Z[l] ficamos com a seguinte sequência exata 

— ► Kx(A x Z) Z[l] Z[l] fí (,4 x Z) — ► 

Podemos concluir então que 

A"i(AxZ) = Z e 
ifo(>4 x Z) = Z[l] . 

Se B é uma C*- álgebra e a G Aut(B) sempre existe um unitário w G -B x Z tal que 
a(a) = waw* para todo a G -B (veja, por exemplo, jH], pág. 49). Diz-se que um tal u 
implementa a ação a e que a é o automorfismo induzido por w. No nosso caso, temos que 
a(n)a = ò~ia(M)(ò~l) n para todo a G A e n G Z, isto é a é o automorfismo induzido pelo 
unitário 5i G A x Z. 

Pela equação apresentada no começo da página 102 de [Slj temos que #í([(l ® l n — 
F) + Fr(w* ® 1„)-F]i) = [F] , onde F,x G A ® M n , n G N; F é uma projeção e«éo 
unitário que implementa a ação. Consideremos F=l^ = j:en=l, pela equação acima 
temos que 5í([5-i]i) = [l]o- E como foi visto acima que 6^ é um isomorfismo temos que 

Ki{A x Z) = Z[í_i] x . 

Consideremos a C*- álgebra .A definida na Proposição 1.26. Vamos verificar na 
Proposição abaixo que A é isomorfo a A x Z. 

Proposição 4.1 Seja A = CS(R), então existe ip : A x Z — > /I o isomorfismo. 

a 

Demonstração: 

Seja B o fecho do conjunto B = { S ^aj{M)Tj : aj G C5'(R) }, onde FcZ finito. 
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Daqui até o fim dessa demonstração estaremos considerando Tju(x) = u(x — j). 
Consideremos / : kÇL, A) — ► Bq onde (dj)j i — > ^^aj(M)Tj, FcZ finito. Vamos 

verificar que / é um * - homomorfismo contínuo: 

> Produto 

= Y^ a ÁM)TMM)T k . Temos que Tjb k {M) = b k {M - j)Tj, então 

j k 

f(( a j)j)f({bj)j) — '^^^ a j(M)bk(M — j)Tj +k . Fazendo mudanças de variáveis e usando 

j k 

a definição de a temos /((a^)/ ((òj)j) = ^Ç^a^ibj^Tj = f{{a á * bj)j). 

3 i 

> Involução 

/((%);)* = E T -i°K M ) = T, T f a -A M ) = J2 af ( a -3') T r = /((%■)*)• 

> Continuidade 

ii/((ai))iii = iiE^-w^i ^ = Eim m )h = 

3 3 3 

Como / é contínua, fc(Z, A) é denso em /i(Z, A) e B é denso em £? temos que existe 
* - homomorfismo / : /i(Z, A) — > B extensão contínua de /. 

k(Z,A) B 
n n 

h(Z,A) Â B 

Por 2.7.4 de temos que existe ip : A x Z — > B * - homomorfismo contínuo 
estendendo /. 

Zi(Z,A) -i 5 

n 

A x Z 

a: 

Vamos verificar agora que (p é um isomorfismo. 

> p é sobrejetora 

Como Imip é fechada e contém B que é denso em B temos que ip é sobrejetora. 

Para provar a injetividade de p vamos utilizar a Proposição 2.9 de [T^], que enunci- 
amos abaixo, 
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Proposição 4.2 Sejam C e C C*- álgebras e sejam a e a ações de S 1 em C e C 
respectivamente. Suponha que ip : C — > C' é um homomorfismo covariante. Se a 
restrição de ip à subálgebra dos pontos fixos Cq é injetiva, então ip é injetiva. 

Então vamos definir ações 7 e (3 de S l em A x Z e B respectivamente tal que 
f3 z {(p{x)) = <p(j z (x)), para todo z G S 1 e para todo x G A x Z. 

Dado 2: G S 1 e a = (aj)j G li(Z,A) vamos definir 7^(a) = (z^a^j. 
Temos que 7 é uma ação de S* 1 em Zi(Z, A). Seja i : Zi(Z, A) — > A x Z a inclusão. Então 
i°lz '■ hfâ, A) — ► A x Z é um ^-homomorfismo contínuo. Por 2.7.4 de ^1] temos que 7 

a 

é uma ação de 5 a em A x Z. 

Dado 2 G 5 1 vamos definir o operador U em £ K por (U z f)(t) = z t f(t). Temos que 
U é um operador unitário. Dado z G S 1 vamos definir (3 Z (A) = UzAiJJz)^ 1 para todo 
A e B. Temos então que (3 é uma ação de S 1 em B. 

Agora vamos verificar que f é um homomorfismo covariante, ou seja, vamos mostrar 
que fl z (<p(x)) = tp{j z (x)), para todo x G h(Z,A). Como {xò~o, 15± : x G A} gera h(Z,A), 
é suficiente verificarmos a equação nesses geradores de h(Z,A). Para xò~q temos que 
lz(xô ) = xô e (p(x5 ) = f{xò~ ) = x(M), logo 

^(lz(xõ )) = x(M) = P K (<p(x5 )). 
Para lò~i temos j z (1Si) = zò~\ e y?(l<5i) = /(l^i) = Tí, logo 

¥'(7*(líi)) = «7i = /3 a ( ¥ 7(lí 1 )). 

Vamos verificar agora quem é a álgebra dos pontos fixos de A x Z. Seja C a álgebra 
dos pontos fixos de A x Z, temos que C D Zi(Z, A) = A. 

De fato, consideremos a inclusão i : A — ► li(Z,A) onde x 1 — > x5q. Se x G A então 
pela inclusão temos que x G l±(Z,A) e com isso 7 z (x) = x, logo x G Cíl ii(Z, A). Seja 
a; G C D h(Z, A), temos que x = J2 a jõj então j z (x) = ^z^djSj e como x G C também 
temos 7 2 (x) = x. Logo z ^ a j^j — Yl a jõj> P ara todo z G 5 1 , o que implica que a,,^ = 
ou z 3 — 1 = 0, para todo 2 G S 1 . O segundo caso acontece se, e somente se, j = 0. 
Portanto aj = para j 7^ 0, logo a; = a 5o, isto é, x G A 

Consideremos agora a aplicação i£ : A x Z — > A x Z definida por 

/•27T 

E(6) = / 7z (6) cte, 6 G A x Z e = f . 
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p2tt 

Se b é tal que ^ z {b) = b para todo z G S 1 então E{b) — b dz = b, logo C clmE. 

Jo 

Seja b = (bj)j G Zi(Z, A) então 

E(b) = / lz {b) dz= (z j bj)j dz = (bj / z j dz)j = b 5 G A. 
Jo Jo Jo 

Então para todo a G Zi(Z, A) temos que E(a) G A. Como Zi(Z, A) é uma subálgebra 

densa em A x Z, temos a imagem de £ contida em A. Portanto temos C ClmE C A = 

C n Zi(Z, A) "logo C = A. 

Resta-nos provar que tp é injetora na álgebra dos pontos fixos. Consideremos a 
inclusão i : A — ► A x Z onde a i — ► a<5o. Temos que <p(aôo) = f(aôo) = a(M) e 
tp(aS ) = <p(b5 ) a(M) = b(M) a = 6. 

Portanto </? é injetora na álgebra dos pontos fixos, logo pela Proposição 4.2 temos que tp 
é injetora. Logo tp : A x Z — ► é um isomorfismo. 

Como /I o = FBF~ l temos que AxZé isomorfo a A. ■ 

Na página 68 vimos que K (A x Z) = Z[l] e que x Z) = Z[5_i]i, logo 

K (^°) = Z[/d] e 
^(A) = l\e m \ x . 



4.2 A K-teoria de A/X R e A 

Temos que o conjunto 

N 

A = | a.j{M)bj{p)e iiM + K;N G N, a 3 G CS(R), G CS(R), K G X R } (4.1) 

j=-N 

N N 

é denso em A Dado A = ^ a j (M)ò j ( J D)e íjM G A), sejam A± = a i (±cx))ò j ( J D)e íiM . 

j=-JV j=-JV 

Temos que A + e A - G A logo pela demonstração da Proposição 1.26 e pela definição de 
7 temos que 7a = (WF~ l A+( WF' 1 )' 1 , W F~ l A~ (W F~ l )~ l ) . 

Como isso vale para todo A em uma subálgebra densa de A segue que a aplicação 

A 3 Ai — ► (A + , A~) G A ® A 
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se estende a um ^-homomorfismo 



/ WF~ l \ 

tal que, para todo A e A, e com [/ = I i I temos Uip(A)U 1 = "/(A). 

Segue então que Ker?/> = Ker7 = J (veja Proposição 1.27). 

Proposição 4.3 K (>A/^r) é isomorfo a Z e Ki(A/Xr) é isomorfo a Z © Z © Z. 

Demonstração: 

Consideremos a seguinte sequência exata curta: 

o — - j — — a - ■ yr©.A 



onde ip(A) = (A + , A ) com A e A"* 1 como acima. 

Podemos tomar então a seguinte sequência exata curta 

o — - Jo/Xr — — a/x® ^ ■ yr©.A o — -o. 

Como Jo/3^ir é isomorfo a Co(M x {— oo, +oo}) (Lema 1.15) e Co(M x {— oo, +oo}) é 
isomorfo a C (R) © C (R) temos que K^Jq/Xr) = Z © Z e /^(Jo/Kr) = 0. 

Usando o isomorfismo definido no Lema 1.15 temos que 

K 1 (j /x R ) = z[[u] Xk ] 1 ®z[\y\ Xk ] 1 

onde U = e 2nib ^b(D) + c(D) e V = e 27TÍb ^c(D) + b(D) com b e c as funções definidas 
na página 54. 

Observemos que U e V pertencem a J © Cid C £(L 2 (R)), pois (como 6 + c = 1) 
Id-U = (e 2 ^ fc ( M ) - Id)b(D) = b(M)b(D) com 6 G C (R), e analogamente para V. 
Como, por definição, Ki(Jq/Xr) = Ki(J /Xr), segue que, de fato, [[t/jxji e [[l^ocji são 
elementos de Ki(J /X®). 

Aplicando a sequência exata cíclica de seis termos para K-teoria na sequência acima 
obtemos 



67 



K (A/X R ) 



Z©Z 



Si 



z©z 



MA/X*) 



Z©Z 



Logo Im Si = e Ker ôi = Z © Z. 



Seja C a C*- álgebra do Capítulo 2, neste capítulo vimos que G/Xr = C(M C ) 
onde M c = {(x,£) G [—00, +00] x [—00, +00] : \x\ + |£| = 00} e que Ki(G/X R ) = 

Z[[e 2^(M) 6(jD)+c(jD)kJi . 

Consideremos as inclusões 

Jq/Xr — > G/Xr — } —> A/X®.- 

Temos que 1 — j o %. Pela definição de ip temos que ijj*([Id]o) = ([/d] o, |/d]o). Logo com 
respeito ao isomorfismo K (A C '©.A ) = Z©Z podemos escrever que (1, 1) G Im^* = Ker S 
e5 (l,l) = 0. 

Seja W = e 2mc ( M ', ] c(D) + b(D). Calculando o número de rotação de <j v e a w temos 
que w{ou) = w(aw) = — 1- Logo pelo o que vimos na página 47 sobre o número de 
rotação temos que i*([[U]xà\i) = ^([[^kji) = [[e 27TÍ < D 1b(M) + c(M)] Xwl ]i- Portanto 
com respeito ao isomorfismo Ki(J /%^) = Z[[U]x R ]i © ^[[^]x K ]i temos que t*((l,0) — 
(0, -1)) = U 0) - (0, -1)) = 0. Logo (f , f ) G Ker t* = W . 

Suponhamos que <5 (1,0) = (m,n), como (x,y) — (x — y)(l,0) + y(l, 1) temos que 
ô (x, y) — (x — y)(m, n), para todo (x, y) G Z © Z. 

Como (1, 1) G Im<5o temos que existe (x,y) G Z©Z tal que (x — y)(m,n) = (1, 1), isto 
é, (x — y)m — 1 e (x — y)n = 1. Logo m = ti^0e com isto Im S = Z(m, n) e Ker 5 = 
Z(l, 1). Sabemos que (1, 1) G Ker = Im5 = Z. Logo, Im5 = Ker = (1, 1)Z. 

Podemos então concluir pelo Teorema do homomorfismo que Imt» = Z(1,0), onde 

(1, o) g k x { j /x r ) = z[[u] K ji © mwv. 

Pela exatidão da sequência exata ciclíca de seis termos temos que ^* : K (A/Xr) — > 
Imip* = Z(l, 1) é um isomorfismo. Logo K (A/Xr) = Z[[Id\x R ]o- 
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Como Si = temos que Im^ t = Z © Z = ^(/l © .A ). Então podemos construir a 
seguinte sequência exata curta 







-Z(1,0)- 



#i(yL/3C 5 



ZffiZ 



o 



Logo Ki(A/K*) = Z[[A] Xu ]i © Z[[5]3c R ]i © Z[[U] Xr \i onde A e B sao elementos de .A 
tal que ip(Ã) = (e lM , 1) e "?/>(-B) = (l,e íM ). Podemos tomar, por exemplo, A = L(M) e 
I? = L(M), L e L definidas na página 54. ■ 

Agora já é possivel calcular a K-teoria da C*- álgebra A. 

Teorema 4.4 Seja ti : A — > A/%^ a projeção canónica. Então 7r* : Ki{A) — > Imn* é 
um isomorfismo. 



Demonstração: 

Consideremos a sequência exata curta 







A 



7T 



A/%i 



e sua sequência exata ciclíca de seis termos para K-teoria 



K^A/Xí 



K (A) 



7T* 



#l(-A) 



Substituindo as K-teorias conhecidas temos 



z 



tfo(.A) 



ZffiZffiZ 



7T* 



^o(-A/3Cs 



TL 







Sabemos pela Proposição 9.4.4 de [31] que o índice para esta sequência é o índice de 
Fredholm. 



69 



Vamos calcular S 1 nos três geradores de K^A/%^). Temos que <5i([[L(M)]x R ]i) = 
<5i([[L(M)]3c M ]i) = já que eles são operadores de multiplicação. 

É fácil ver que e 27VÍb ^b(D) + c(D) G 6 logo [e 27rib ^b(D) + c(D)] Xr G G/X r e como 
foi visto no Capítulo 2, Teorema 2.13, ^([[T]^]!) = ind(T) = w(<jt) nesta álgebra. Logo 
Si([[e 27rlb( - M ^b(D) + c(D)]x K ]i) = w(c r e 2 ' r4i '( M )6(D)+c(D)) — — 1- Portanto 5 1 ê sobrejetora e 
Si(x,y,z) = -z. 

Usando a sequência exata cíclica de seis termos temos 

K (A) = Z[Id] e 
K X (A) = Z[L(M)]! © Z[L(M)]i. 
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